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TRANSITION MODEL/INTERMITTENCY/BOUNDARY LAYER/BYPASS 
 
This thesis is aimed to study the transition behavior of the boundary layer 
flow. The γ-Reθ transition model of Menter, Langtry, Volker and Huang (2005) is 
used to predict the flow transition. To apply this model, the parameters for controlling 
the length of transition, Flength, and the onset of transition, Reθc, in the model are 
proposed. The mathematical expressions for both parameters are formulated by means 
of numerical experiments. In this work, the numerical procedure is developed based 
on the finite volume method, and the body-fitted and collocated grid arrangement is 
used to divide the domain into many smaller finite control volumes. The strategy of 
transformation technique is adopted to transform the physical domain to the uniform 
rectangular computational domain. The proposed parameters are implemented into the 
γ-Reθ  model and their accuracy for simulating the transition is validated by testing 
with the experimental data. The T3 series of the ERCOFTAC is used to assess the 
proposed parameters for predicting the transition in the flat plate boundary layer flow 
under the influences of freestream turbulence and pressure gradient. The flow over a 
NACA-0012 airfoil at the Reynolds number of 6.0×105 and Mach number of 0.086 is 
also taken for assessing the proposed parameters to predict the transition under the 
effect of surface curvature. Results show that the proposed mathematical expressions 
for Flength and Reθc can work well with the γ-Reθ model to give good agreement with 
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the experimental data of transition in case of the flat plate boundary layer flow, and 
fair agreement in case of the flow over the NACA-0012 airfoil.             
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  2    
บทที่ 1 
บทนํา 
 
1.1 ความเปนมาและความสําคัญของปญหา 
การวิจัยและแกปญหาพลศาสตรของไหลในเมืองไทยชวงหลายปที่ผานมา มีการนําความรู
ทางพลศาสตรของไหลเชิงคํานวณเขามาประยุกตใชอยางกวางขวาง เนื่องจากมีความสะดวก อีกทั้ง
ยังชวยประหยัดเวลาและตนทุนในการดําเนินการ อยางไรก็ตาม เนื้องานสวนใหญเปนไปในเชิง
ประยุกตใชซอฟตแวรมากกวาการพัฒนาซอฟตแวร เหตุผลหนึ่งที่งานดานพัฒนาซอฟตแวรไมคอย
ไดรับความสนใจจากนักวิจัยรุนใหมเทาที่ควรนั้น อาจเปนเพราะลักษณะงานตองการความละเอียด
รอบคอบในการจัดการ เนื้องานมีความยุงยากและใชเวลานานในการทดสอบ ซ่ึงอาจไมถูกใจผูที่มี
เวลาในการทําวิจัยอยางจํากัด นอกจากนี้ การสรางเนื้องานตองอาศัยองคความรูหลายแขนงทั้งทาง
ศาสตรและทางศิลปผนวกเขาดวยกัน ทางศาสตรไดแก ความรูทางดานพลศาสตรของไหลขั้นสูง
และระเบียบวิธีเชิงตัวเลข ซ่ึงเปนศาสตรแขนงของวิศวกรรมเครื่องกลและคณิตศาสตร สวนทาง
ศิลปไดแก ความรูทางดานการโปรแกรมคอมพิวเตอร การแสดงผลและการจัดการฐานขอมูล ซ่ึง
เปนศาสตรแขนงของวิทยาการคอมพิวเตอร เปนตน หากพิจารณาโดยภาพรวมแลวจะพบวา ผูที่มี
ความรูทางดานพลศาสตรของไหล มักไมคอยมีความถนัดงานทางดานระเบียบวิธีเชิงตัวเลขและการ
โปรแกรมคอมพิวเตอร สวนผูที่เชี่ยวชาญทางดานการโปรแกรมคอมพิวเตอร ก็มักไมคอยสนใจงาน
ทางดานพลศาสตรของไหล กอปรกับเปนลักษณะงานในเชิงงานวิจัยพื้นฐานซึ่งเนื้องานอาจดูไม
โดดเดน มูลเหตุเหลานี้เปนสวนหนึ่งที่ทําใหการพัฒนาซอฟตแวรจํากัดอยูในวงแคบ นักวิจัยรุนใหม
จึงนิยมหันไปทํางานวิจัยประยุกตโดยใชซอฟตแวรสําเร็จรูปแทนเสียเปนสวนใหญ ซ่ึงใหความ
สะดวกและรวดเร็วกวาการพัฒนาโปรแกรมคอมพิวเตอรขึ้นใชงานเองมาก บทบาทและความสําคัญ
ของนักพัฒนาซอฟตแวรจึงดูไมโดดเดนนักในปจจุบัน อยางไรก็ตาม ในมุมมองของผูวิจัยเชื่อวา 
งานดานการพัฒนาซอฟตแวรเปนบริบทที่สําคัญอยางหนึ่งในการพัฒนาประเทศไทย เปนงานที่ชวย
สรางรากฐานภูมิความรูที่เขมแข็งใหแกนักวิจัยของประเทศ ซ่ึงอาศัยการลงทุนตัวเงินคอนขางนอย 
แตไดผลตอบกลับคืนมาคุมคา ดวยเหตุจูงใจนี้ ผูวิจัยจึงเลือกที่จะพัฒนาโปรแกรมคอมพิวเตอรขึ้นใช
ในงานวิจัยคร้ังนี้เอง เพราะเชื่อวาจะชวยพัฒนาฐานองคความรูของผูวิจัยใหเขมแข็งขึ้น อันจะเปน
ประโยชนอยางมากในการทําวิจัยตอไปในอนาคต 
ในทางพลศาสตรของไหล เราจําแนกพฤติกรรมของการไหลออกเปน 3 รูปแบบหลัก ไดแก 
แบบลามินารหรือแบบราบเรียบ แบบทรานสิชันหรือแบบเปลี่ยนผาน และแบบเทอรบิวเลนตหรือ
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แบบปนปวน พฤติกรรมทั้งสามรูปแบบนี้ พฤติกรรมแบบเปลี่ยนผานดูเหมือนจะเปนพฤติกรรมที่
มักถูกมองขามความสําคัญจากนักวิจัยมาโดยตลอด แมจะเปนที่ประจักวา การไหลแบบเปลี่ยนผาน
มีบทบาทสําคัญเปนอยางมากในงานวิศวกรรมหลายอยาง อาทิเชน การไหลผานใบจักรของกลจักร
กังหันตาง ๆ โดยเฉพาะอยางยิ่งกลจักรกังหันความดันต่ํา การไหลผานปกและลําตัวของอากาศยาน 
เปนตน โดยมักพบเสมอวามีช้ันชิดผิวของการไหลแบบเปลี่ยนผานเกิดขึ้น ในบางกรณีอาจเกิดขึ้น
คลุมบรเิวณกวา 50-70 เปอรเซ็นต ของพื้นที่ใบจักร การที่พฤติกรรมแบบเปลี่ยนผานเกิดขึ้นคลุม
บริเวณกวางเชนนี้ ยอมสงผลกระทบตอการทํางานและประสิทธิภาพของระบบอยางหลีกเลี่ยงไมได 
ในกรณีของการไหลผานใบจักรของกลจักรกังหัน การบังคับใหความเปลี่ยนผานเกิดขึ้นคลุมบริเวณ
กวางได จะสามารถชวยปองกันการแยกตัวของชั้นชิดผิวราบเรียบบนดานดูดของใบจักรได ซ่ึงจะ
ชวยลดการสูญเสียความดันอันเนื่องมาจากสภาวะความดันยอนกลับที่เกิดขึ้นบริเวณปลายใบจักรได  
นอกจากนี้ยังชวยลดการสูญเสียจากความเสียดทานพื้นผิวลงไดอยางมาก ซ่ึงหากสามารถออกแบบ
ใบจักรที่มีคุณลักษณะเชนนั้นไดจริง ก็จะชวยลดจํานวนใบจักรหรือขนาดของใบจักรที่ตองใชลงได 
โดยที่ยังสามารถคงสมรรถนะการทํางานของระบบไวไดในระดับเดิม อันจะเปนการชวยลดน้ําหนัก
ของตัวเครื่องและชวยประหยัดตนทุนไดมาก สําหรับกรณีการไหลผานปกและลําตัวอากาศยาน ซ่ึง
โดยทั่วไปมักเปนการไหลภายใตผลกระทบของพื้นผิวที่มีการเปลี่ยนแปลงความโคง และมีระดับ
ความปนปวนของกระแสอิสระในชวงคาต่ํา ช้ันชิดผิวของการไหลที่เกิดขึ้นจึงมีแนวโนมเปนแบบ
ราบเรียบ ซ่ึงมักเกิดการแยกตวัขึ้นกอนที่จะพัฒนาเปนชั้นชิดผิวแบบปนปวนเสมอ ภาวะเชนนี้มักกอ
ใหเกิดความดันยอนกลับ สงผลใหแรงยกลดลง ประสิทธิภาพโดยรวมของระบบลดลง และอัตรา
การใชเชื้อเพลิงเพิ่มขึ้น ซ่ึงหากสามารถสรางภาวะความเปลี่ยนผานใหเกิดขึ้นคลุมบริเวณดังกลาวได
ก็จะชวยยับยั้งการเกิดการแยกตัวของชั้นชิดผิวได  
มูลเหตุที่พฤติกรรมความเปลี่ยนผานมักถูกมองขามความสําคัญมาโดยตลอดนั้น ไมไดเกิด
จากการไรบทบาทของพฤติกรรมดังกลาวแตอยางใด แตเปนเพราะเปนพฤติกรรมที่ซับซอนและยาก
ตอการทําความเขาใจ เมื่อขาดภูมิปญญาที่จะสังเคราะหใหเกิดความเขาใจไดอยางถองแทไดแลว 
การพัฒนาทฤษฎีที่นาเชื่อถือขึ้นใชงานจึงเปนสิ่งที่ทําไดยาก แมกระทั่งปจจุบันนี้ ก็ยังไมมีทฤษฎีใด
ที่สามารถอธิบายพฤติกรรมความเปลี่ยนผานไดอยางชัดเจน จนนําไปสูการประยุกตใชงานอยางเปน
รูปธรรมโดยสมบูรณได ดวยเหตุนี้ การวิเคราะหพฤติกรรมการไหลตลอดชวงที่ผานมา อาจกลาวได
วาแทบทั้งหมดถูกจํากัดอยูบนหลักการของการไหลแบบราบเรียบหรือแบบปนปวนเทานั้น (ถึงแม
จะรูอยูโดยสามัญสํานึกวาไมสมจริงกับพฤติกรรมของการไหลที่เกิดขึ้น) เนื่องดวยมีทฤษฎีที่เชื่อถือ
ไดรองรับอยู ผลเสียที่ตามมาเมื่อแกปญหาบนบริบทที่ขาดความสมจริงก็คือ ผลวิเคราะหที่ไดยอมมี
ความคลาดเคลื่อนและขาดความสมจริงไปโดยปริยายเชนกัน ซ่ึงหากนําผลที่ไดดังกลาวไปใชใน
การออกแบบและสรางอุปกรณขึ้นใชงาน  อุปกรณที่ไดก็จะมีประสิทธิภาพการทํางานที่ต่ํากวาที่ควร  
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จะไดรับ หรืออาจกออันตรายอยางรายแรงแกผูใชงานก็เปนไปได  
เพื่อใหเห็นภาพที่ชัดเจนมากยิ่งขึ้น จึงขอนําตัวอยางการวิเคราะหปญหาบนบริบทที่ตางกัน
มาอธิบายเสริม ดังนี้ รูปที่ 1.1 แสดงการไหลของอากาศผานใบจักรกังหันลมดวยความเร็ว 20 m/s 
รูปดานซายแสดงโทพอลอยีของการไหล เปรียบเทียบกันระหวางผลการทํานายบนบริบทของความ
ปนปวนสมบูรณ (รูปซายลาง) และผลการทํานายบนบริบทของความเปลี่ยนผาน (รูปซายบน) พบวา
พฤติกรรมของการไหลที่ทํานายไดมีความแตกตางกันอยางเห็นไดชัด นั่นหมายความวาผลอันหนึ่ง
ถูกและผลอีกอันหนึ่งผิด หรืออาจผิดทั้งคู (แตเปนไปไมไดที่จะถูกทั้งคู เพราะพฤติกรรมการไหล
ภายใตเงื่อนไขหนึ่ง ยอมมีรูปแบบหรือผลเฉลยเพียงหนึ่งเดียวที่ถูกตอง) หากพิจารณารูปดานขวาซึ่ง
แสดงผลเปรียบเทียบระหวางความเร็วลมและกําลังเพลาที่ไดรับกับผลการทดลอง จะไดขอสรุปที่
ชัดเจนวา การทํานายบนบริบทของความเปลี่ยนผานนั้นใหความสมจริงมากกวา  
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รูปที่ 1.1 โทพอลอยีของการไหลแบบเปลี่ยนผาน (ซายบน) แบบปนปวนสมบูรณ (ซายลาง) 
ผานใบพัดกังหันลม และกําลังเพลาที่ไดรับเทียบกับความเร็วลม (ขวา) (Menter, 
Langtry, Volker and Huang, 2005) 
 
จากที่อธิบายขางตนพอจะสรุปไดวา พฤติกรรมความเปลี่ยนผานมีความสําคัญ การจําลอง
พฤติกรรมดังกลาวดวยแบบจําลองความปนปวน ใหผลแตกตางอยางชัดเจนเมื่อเปรียบเทียบกับที่
จําลองดวยแบบจําลองความเปลี่ยนผาน โดยการจําลองดวยแบบจําลองความเปลี่ยนผานใหความสม
จริงของพฤติกรรมการไหลมากกวา ซ่ึงนั่นยอมหมายถึง การออกแบบและสมรรถนะที่ไดรับจากทั้ง
สองกรณีจะแตกตางกัน เนื่องจากอยูบนพื้นฐานของขอมูลที่ใชออกแบบและประเมินแตกตางกัน 
เพราะฉะนั้น การเรียนรูพฤติกรรมความเปลี่ยนผาน จึงชวยใหออกแบบระบบทางดานพลศาสตร
ของไหลเปนไปอยางมีประสิทธิภาพ และนาเชื่อถือมากยิ่งขึ้น  
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ตลอดระยะเวลากวายี่สิบปที่ผานมา ไดมีความพยายามจากนักวิจัยหลายกลุมที่จะพัฒนา
แบบจําลองใหสามารถทํานายพฤติกรรมความเปลี่ยนผานของการไหลใหได แตดูเหมือนวาความ
พยายามดังกลาวจะยังไมประสบความสําเร็จเทาที่ควร สังเกตไดจาก ซอฟตแวรเชิงพาณิชยทางดาน
พลศาสตรของไหลเชิงคํานวณที่มีใหเลือกใชอยางมากมายในปจจุบัน เกือบทั้งหมดไมไดรวมการ
จําลองพฤติกรรมแบบเปลี่ยนผานเขาไวดวย ซอฟตแวรจึงมีความสามารถในการจําลองพฤติกรรม
ของการไหลไดเพียงสองรูปแบบ คือ แบบราบเรียบและแบบปนปวนสมบูรณ ไมสามารถจําลอง
ความเปลี่ยนผานซึ่งเกิดขึ้นระหวางการเปลี่ยนแปลงจากความราบเรียบไปสูความปนปวนได ดวย
เหตุนี้จึงพอจะอนุมานไดวา แบบจําลองความเปลี่ยนผานที่มีอยูในปจจุบัน ยังมีความสามารถไม
เพียงพอที่จะนําไปประยุกตใชงานไดอยางนาเชื่อถือ จึงเปนเหตุใหไมมีการนําไปประยุกตใชใน
ซอฟตแวรอยางจริงจัง จากการสืบคนพบวา แบบจําลองความเปลี่ยนผานสวนใหญมีขอดอยในเรื่อง
เสถียรภาพในการคํานวณที่ไมดีพอ และขาดความเปนนัยทั่วไป ซ่ึงคุณสมบัติทั้งสองประการนี้ถือวา
เปนหัวใจสําคัญที่สุดที่แบบจําลองที่ดีจําเปนจะตองมี ความมีเสถียรภาพในการคํานวณบงบอกถึง
ความสามารถในการลูเขาสูคําตอบวามีประสิทธิภาพมากนอยเพียงใด สวนความมีนัยทั่วไปบงบอก
ถึงความสามารถในการประยุกตใชงานวาทําไดงายและกวางขวางเพียงใด เทาที่ทราบในปจจุบัน มี
เพียงแบบจําลองความเปลี่ยนผาน γ-Reθ ของทีมงานที่พัฒนาซอฟตแวร CFX เทานั้นที่ถูกนํามา
ประยุกตใชในซอฟตแวรเชิงพาณิชย แบบจําลองดังกลาวใหเสถียรภาพในการคํานวณและความเปน
นัยทั่วไปที่คอนขางสูง สามารถประยุกตใชไดกับปญหาสามมิติรูปทรงที่ซับซอนและการคํานวณ
แบบขนาน อยางไรก็ตาม เนื่องจากแบบจําลองนี้ถูกพัฒนาขึ้นเพื่อการพาณิชย จึงมีรูปแบบบางสวน
ถูกปกปดไวภายใตลิขสิทธิ์ จึงเปนเหตุใหไมสามารถนําไปพัฒนาใชงานตอไดโดยงาย ดวยมูลเหตุ
ดังกลาวนี้ ผูวิจัยจึงใหความสนใจที่จะพัฒนาแบบจําลองดังกลาวใหสามารถใชงานได สามารถ
ประยุกตใชทํานายปญหาการไหลแบบเปลี่ยนผานไดอยางนาเชื่อถือ 
วิทยานิพนธเลมนี้มีเนื้อหาที่เกี่ยวกับการใชวิธีพลศาสตรของไหลเชิงคํานวณ แกปญหาการ
ไหลที่มีพฤติกรรมแบบเปลี่ยนผาน เนื้อหาของวิทยานิพนธแบงออกเปนบทหลัก ๆ ซ่ึงมีรายละเอียด
โดยสังเขปดังนี้ บทที่ 1 กลาวถึงเหตุผลและความเปนมาที่ตองทํางานวิจัยนี้ มูลเหตุจูงใจที่ผูวิจัยตัด
สินใจเลือกที่จะพัฒนาโปรแกรมคอมพิวเตอรขึ้นใชงานเอง กลาวถึงบทบาทและความสําคัญของ
การไหลแบบเปลี่ยนผานตองานวิศวกรรมบางอยาง ตลอดถึงเหตุผลที่เลือกพัฒนาแบบจําลองความ
เปลี่ยนผานบนพื้นฐานของแบบจําลอง γ-Reθ บทที่ 2 เสนอภาพรวมของงานวิจัยที่เกี่ยวของกับการ
ไหลแบบเปลี่ยนผานและการจําลองความเปลี่ยนผาน บทที่ 3 นําเสนอวิธีการทํานายพฤติกรรมความ
เปลี่ยนผาน อธิบายรายละเอียดของแบบจําลองที่ใชในการทํานายความเปลี่ยนผานในงานวิจัยนี้ บท
ที่ 4 อธิบายระเบียบวิธีเชิงตัวเลขที่ใชในการแกแบบจําลองความเปลี่ยนผาน บทที่ 5 กลาวถึงผลการ
ทดสอบที่ไดจากการประยุกตใชแบบจําลองการคํานวณปญหาการไหล พรอมทั้งไดวิจารณผลการ
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ทดสอบดังกลาวไวอยางละเอียด จากนั้นไดสรุปผลการดําเนินการวิจัยทั้งหมดในบทที่ 6 พรอมกับ
เสนอแนะแนวทางในการทําวิจัยตอไปในอนาคต  
เนื่องจากเนื้อหาที่เกี่ยวของกับงานวิจัยนี้ มีการใชศัพทเฉพาะที่ยังไมไดมีการบัญญัติศัพท
เปนภาษาไทยอยางเปนทางการเปนจํานวนมาก การนําเสนอคําโดยใชการเขียนทับศัพท แมจะเปน
การงายตอการนําเสนอ แตขาดความกลมกลืนและความสวยงามในเชิงภาษาไทย ดังนั้น ผูวิจัยจึงได
ถือโอกาสบัญญัติศัพทหลายคําขึ้นเปนภาษาไทย (ภาคผนวก ข) แตทั้งนี้ทั้งนั้นก็มิไดเกิดจากการถือ
วิสาสะแปลความไปเองโดยพลการ หากถือเอาประสบการณที่ไดศึกษาเรื่องนี้มาคอนขางนานและ
จากการไตถามอาจารยผูรูหลายทาน ประกอบกับไดทําการเทียบเคียงกับคําแปลที่อางอิงมาจากศัพท
คณิตศาสตรโดยราชบัณฑิตยสถาน พ.ศ. 2540 และศัพทวิทยาการพลังงานโดยวิศวกรรมสถานแหง
ประเทศไทย พ.ศ. 2539 ถึงกระนั้นก็ตาม ศัพทหลาย ๆ คําที่ผูวิจัยเห็นวา เมื่อแปลคําเปนภาษาไทย
แลวใหความหมายที่คลุมเครือและไมส่ือตอการอาน จนอาจกอใหเกิดความเขาใจที่คลาดเคลื่อนไป
จากความหมายเดิม ผูวิจัยก็เลือกที่จะเขียนศัพทคํานั้นแบบทับศัพทเชนเดิม  
 
1.2 วัตถุประสงคของการวิจัย 
เพื่อพัฒนาแบบจําลองความเปลี่ยนผานที่มีคุณลักษณะเดนในดานการใชงาน กลาวคือ เปน
แบบจําลองที่มีเสถียรภาพในการคํานวณสูง มีความเปนนัยทั่วไปสูง สามารถนําไปประยุกตใชงาน
ไดอยางกวางขวางและใหผลการทํานายถูกตองในระดับที่นาเชื่อถือ จากนั้นแบบจําลองดังกลาวจะ
ถูกนําไปพัฒนาเปนโปรแกรมคอมพิวเตอรเพื่อใชในการทํานายการไหลแบบเปลี่ยนผาน  
 
1.3 ขอบเขตของการวิจัย 
การวิจัยอยูบนบริบทของการพัฒนาแบบจําลองความเปลี่ยนผานที่ประยุกตใชงานงาย มี 
ความนาเชื่อถือ และมีความเปนนัยทั่วไปสูง สามารถจําลองความเปลี่ยนผานไดทั้งแบบธรรมชาติ
และแบบขามขั้นภายใตผลกระทบของกระแสอิสระปนปวนและเกรเดียนตความดัน แบบจําลองจะ
ถูกนําไปพัฒนาเปนโปรแกรมคอมพิวเตอรเพื่อใชวิเคราะหการไหลชั้นชิดผิวแบบเปลี่ยนผาน พรอม
ทั้งศึกษาผลกระทบของความเปลี่ยนผานที่มีตอพฤติกรรมการไหล ภายใตเงื่อนไขของสภาวะการ
ไหลแบบมีความหนืดและอัดตัวไมไดสองมิติ 
 
1.4 ประโยชนท่ีคาดวาจะไดรับ 
ประโยชนที่คาดวาจะไดรับจากการวิจัยคร้ังนี้คือ ไดแบบจําลองความเปลี่ยนผานที่มีความ
เปนนัยทั่วไปสูง ที่สามารถจําลองพฤติกรรมความเปลี่ยนผานไดทั้งแบบธรรมชาติและแบบขามขั้น 
และใหผลการทํานายในระดับที่เชื่อถือได การศึกษาแบบจําลองในหลายรูปแบบและการพัฒนา
          6
โปรแกรมคอมพิวเตอรขึ้นใชงานเอง จะชวยเสริมทักษะดานการคิดวิเคราะหและการเขียนโปรแกรม 
ซ่ึงจะเปนพื้นฐานสําคัญที่จะชวยเสริมสรางกระบวนทัศนในการทําวิจัยข้ันสูงตอไปในอนาคต  
บทที่ 2 
บริบทของการไหลแบบเปลี่ยนผาน 
 
เนื้อหาในบทนี้นําเสนอบริบททั่วไปที่เกี่ยวกับการไหลแบบทรานสิชัน หรือการไหลแบบ
เปลี่ยนผาน โดยจะเนนหนักไปทางดานการจําลองพฤติกรรมมากกวาการทดลอง ลําดับเนื้อหาเริ่ม
จากอธิบายกระบวนการของการเกิดความเปลี่ยนผาน ซ่ึงในที่นี้จะพิจารณาเฉพาะชั้นชิดผิวแบบ
เปลี่ยนผาน กลาวถึงประเภทและคุณลักษณะของความเปลี่ยนผาน    อิทธิพลหลัก ๆ ที่สงผลกระทบ
ตอความเปลี่ยนผาน อธิบายหลักการความไมตอเนื่องของพฤติกรรมการไหล ที่นําไปสูการสราง
แบบจําลองสําหรับใชทํานายความเปลี่ยนผาน ในชวงทายเปนการนาํเสนอพัฒนาการของการจําลอง
ความเปลี่ยนผาน และแบบจําลองบางแบบที่ใชในการทํานายความเปลี่ยนผาน  
 
2.1 ชั้นชิดผิวแบบเปลี่ยนผาน 
ตลอดชวงระยะเวลาที่ผานมา นักวิจัยสวนใหญมีความเห็นที่สอดคลองกันวา ตัวการสําคัญ
ที่ทําใหการไหลชั้นชิดผิวเกิดพฤติกรรมแบบเปลี่ยนผานได คือ จุดกอความปนปวน (Schubauer and 
Klebanoff, 1955; Cantwell, Coles and Dimotakis, 1978; Haidari and Smith, 1994; Sankaran, 
Sokolov and Antonai, 1988; Gad-El-Hak, Blackwelder and Riley, 1981; Chamber and Thomas, 
1983; Amini and Lespinard, 1982; Wygnanski, Sokolov and Friedman, 1976) จุดกอความปนปวน
นี้ถูกคนพบโดยบังเอิญโดย Emmons ในป 1951 เมื่อเขาทําการทดลองเพื่อศึกษาเสนทางการเกิดชั้น
ชิดผิวแบบปนปวน ในขณะทําการทดลองเขาสังเกตเห็นวา มีการกอตัวของจุดบางอยางปรากฏขึ้น
ในชั้นชิดผิวของการไหล จุดดังกลาวมีการเติบโตแผขยายไปในทิศทางปลายกระแส มีการแตกตัว
รวมกันกอเปนชั้นชิดผิวแบบปนปวนในชวงถัดมา ดังแสดงในรูปที่ 2.1 เขาจึงตั้งสมมุติฐานวา จุด
เหลานี้นาจะเปนตนเหตุที่ทําใหเกิดพฤติกรรมแบบปนปวนขึ้น นอกจากนี้เขายังสังเกตพบวา การเกิด
ขึ้นของจุดดังกลาวในชั้นชิดผิวที่แตละตําแหนงนั้น เปนไปอยางสุมและไมคงตัว กลาวดวยภาษาทาง
คณิตศาสตรคือ การเกิดขึ้นของจุดดังกลาวเปนฟงกชันของทั้งปริภูมิและเวลา เรียกสภาวการณของ
พฤติกรรมเชนนี้วา ภาวะความไมตอเนื่อง ในภายหลังไดมีความพยายามทดลองวัดหาปริมาณความ
ไมตอเนื่องดังกลาวโดยใชหลักการทางสถิติเขาชวยวิเคราะห เพื่อสรางรูปแบบการแจกแจงตัวในรูป
ของตัวประกอบความไมตอเนื่อง γ ซ่ึงใหนิยามเปนสัดสวนของเวลาของการไหลที่ตําแหนงใด ๆ 
แสดงพฤติกรรมเปนแบบปนปวน (เกิดจุดกอความปนปวน) ดังนี้ 
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เมื่อ T เปนเวลารวมทั้งหมดที่ทําการทดลองวัด และ I เปนความไมตอเนื่องของพฤติกรรมที่ตําแหนง
และเวลา t ใด ๆ  ซ่ึงจะกําหนดใหมีคาเปน 0 เมื่อไมเกิดจุดกอ และมีคาเปน 1 เมื่อเกิดจุดกอขึ้น นั่น
แสดงวา เมื่อ γ=1 หมายความวา ณ ตําแหนงที่พิจารณานั้นเกิดจุดกอขึ้นในทุกขณะเวลา หรือสภาวะ
พฤติกรรมของการไหลที่ตําแหนงดังกลาวนั้นเปนแบบปนปวนสมบูรณ ในทางตรงกันขาม เมื่อ γ=0 
หมายความวา ณ ตําแหนงที่พิจารณานั้นไมเกิดจุดกอขึ้นเลยในทุกขณะเวลา หรือพฤติกรรมการไหล
มีภาวะแบบราบเรียบสมบูรณ ดังนั้น ณ ตําแหนงที่มี 0<γ<1 จึงเปนตําแหนงที่พฤติกรรมของการ
ไหลแสดงสภาวะอยูระหวางความราบเรียบสมบูรณและความปนปวนสมบูรณ ซ่ึงก็คือภาวะความ
เปลี่ยนผานนั่นเอง 
 
 
 
รูปที่ 2.1 จุดกอความปนปวน Emmons (Van Dyke, 1964) 
 
กลไกของการเกิดชั้นชิดผิวแบบเปลี่ยนผานแสดงในรูปที่ 2.2 จากรูป กระบวนการเริ่มตน
จากกระแสความราบเรียบตั้งตนซึ่งไหลเขามาจากทางดานซาย ถูกรบกวนจากสิ่งรบกวนขนาดเล็ก 
ซ่ึงการรบกวนนี้อาจเกิดการขยายตัวขึ้นหรือยุบตัวลงก็ไดในระหวางการไหล หากเกิดการยุบตัวลง 
จะสงผลใหพฤติกรรมการไหลในชวงถัดมามีเสถียรภาพเพิ่มขึ้น หากเกิดการขยายตัวข้ึน เสถียรภาพ
ของพฤติกรรมการไหลในชวงถัดมาจะลดลงจนเขาสูชวงภาวะวิกฤติ ซ่ึงหากเปนในกรณีหลัง ภาวะ
วิกฤติจะเกิดขึ้นเมื่อเลขเรยโนลดของการไหลเขาใกลคาวิกฤติ Rex→Rexc   จากการวิเคราะหโดยใช
ทฤษฎีเสถียรภาพเชิงเสนพบวา ในกรณีของการไหลชั้นชิดผิวบนแผนเรียบ ภาวะวิกฤติจะเกิดขึ้น 
เมื่อ Rexc≈90,000 ซ่ึงเปนเลขเรยโนลดวิกฤติคานอยที่สุดที่เกิดขึ้นได (Wilcox, 1993)  ณ ตําแหนงที่
การไหลเกิดภาวะวิกฤตินี้ ช้ันชิดผิวของการไหลจะพัฒนาไปสูรูปแบบของคลื่นสองมิติ ที่เรียกวา 
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คล่ืน Tollmien-Schlichting (T-S) (ตั้งชื่อตาม Tollmien (1929) และ Schlichting (1933) ผูที่ไดศึกษา
ทฤษฎีเสถียรภาพเชิงเสนของชั้นชิดผิวแบบราบเรียบ) ในชวงดังกลาวนี้ พฤติกรรมของการไหลจะมี
ภาวะเปนแบบความไรเสถียรภาพแบบเชิงเสน ซ่ึงสามารถวิเคราะหไดโดยใชทฤษฎีเชิงเสน (ชวงที่ 
1) หลังจากนั้น คล่ืน T-S จะพัฒนากลายเปนพฤติกรรมแบบสามมิติในรูปแบบของกระแสหมุนวน 
ซ่ึงเปนพฤติกรรมที่มีภาวะความไรเสถียรภาพแบบไมเชิงเสน (ชวงที่ 2)     ซ่ึงตอมากระแสหมุนวน
ดังกลาวจะเกิดการขยายขนาดและเริ่มแตกออกจากกัน เรียกวา การแตกตัวของกระแสหมุนวน (ชวง
ที่ 3) ถัดจากนั้นเสนการไหลจะเริ่มสั่นตัวมากขึ้น จนสงผลใหเกิดการกอตัวของจุดกอความปนปวน
ขึ้น ในชวงนี้ พฤติกรรมของชั้นชิดผิวที่แตละตําแหนงจะเปลี่ยนแปลงไปตามเวลา บางเวลาแสดง
พฤติกรรมเปนแบบราบเรียบ บางเวลาแสดงพฤติกรรมเปนแบบปนปวน สลับกันไปเชนนี้อยางไม
แนนอน (ชวงที่ 4)  หลังจากนั้น จุดกอความปนปวนดังกลาวจะเริ่มเติบโตและแผขยายไปในสามมิติ
ในทิศตามกระแส มีการเพิ่มปริมาณมากขึ้นจนกลืนรวมเขาดวยกันกลายเปนชั้นชิดผิวแบบปนปวน
ในชวงถัดมาในที่สุด (ชวงที่ 5)    ซ่ึง ณ ตําแหนงนี้ ถือเปนจุดสิ้นสุดของพฤติกรรมแบบเปลี่ยนผาน 
หรือเปนจุดเริ่มตนของการเกิดพฤติกรรมแบบปนปวนสมบูรณ ซ่ึงการไหลจะมีคาเลขเรยโนลดเขา
ใกลคาเลขเรยโนลดการเปลี่ยนผาน Rex→Rext   สําหรับกรณีการไหลชั้นชิดผิวบนแผนเรียบพบวา 
Rext≈106 โดยระยะหางระหวางจุดที่เกิดวิกฤติกับจุดที่การเปลี่ยนผานสิ้นสุดลง เรียกวา ความยาว
ของชวงเปลี่ยนผาน  
 
 
 
รูปที่ 2.2 ภาพวาดกระบวนการการเกิดชั้นชิดผิวแบบเปลี่ยนผาน 
 
 
Region 1 
T-S wave  Region 2  Spanwise vorticity 
Region 3 
Three-dimensional breakdown 
Region 4 
Turbulentspot 
Region 5 
Fully turbulent flow 
Stable laminar flow 
U0 
U0 
  Laminar Turbulent Transition  Rexc Rext
δ(x) 
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2.2 ชนิดของชั้นชิดแบบเปลี่ยนผาน 
โดยทั่วไป พฤติกรรมการไหลชั้นชิดผิวแบบเปลี่ยนผานสามารถจําแนกไดเปน 3 แบบ คือ 
แบบธรรมชาติ แบบขามขั้น และแบบกระแสแยกตัว ดังมีรายละเอียดตอไปนี้  
2.2.1 ความเปลี่ยนผานแบบธรรมชาติ 
 กระบวนการของ ความเปลี่ยนผานแบบธรรมชาติ เปนกระบวนการของการไหลชั้น
ชิดผิวที่มีพัฒนาการเปนไปตามที่ไดอธิบายในหัวขอ 2.1 ครบทุกขั้นตอน กลาวคือ ช้ันชิดผิวแบบ
ราบเรียบถูกกอกวนและเริ่มขาดเสถียรภาพจนกอตัวในรูปของคลื่น T-S จากนั้นกระแสการไหลเริ่ม
เกิดการหมุนวนและเกิดการแตกตัวในชวงถัดมา เสนการไหลเกิดการสั่นตวัมากขึ้น จุดกอความปน
ปวนเริ่มปรากฏและเติบโตมากขึ้น เกิดการรวมตัวของจุดกอความปนปวนจนกลายเปนชั้นชิดผิว
แบบปนปวนสมบูรณในที่สุด ดวยเหตุนี้ พัฒนาการของการเกิดความเปลี่ยนผานแบบธรรมชาติจึง
ตั้งตนขึ้นจากภาวะความไรเสถียรภาพเชิงเสนในรูปของคลื่น T-S ซ่ึงสามารถวิเคราะหพฤติกรรมได
โดยใชทฤษฎีเชิงเสนและสมการของ Orr-Summerfeld (Orr, 1907; Summerfeld, 1908)  พฤติกรรม
ของความเปลี่ยนผานในรูปแบบนี้ มักเกิดขึ้นไดในกรณีของการไหลที่มีความเขมของกระแสอิสระ
ปนปวนนอยกวา 1 เปอรเซ็นต  
2.2.2 ความเปลี่ยนผานแบบขามขั้น 
 ในกรณีที่กระแสการไหลมีความเขมของกระแสอิสระปนปวนมากกวา 1 เปอรเซ็นต 
พฤติกรรมของความเปลี่ยนผานที่เกิดขึ้นจะเปนแบบขามขั้น เรียกวา ความเปลี่ยนผานแบบขามขั้น 
กระบวนการของการเกิดความเปลี่ยนผานลักษณะนี้ จะไมปรากฏขั้นตอนของความไรเสถียรภาพ
เชิงเสนขึ้น (ขั้นตอนตั้งแตการเกิดคลื่น T-S จนถึงขั้นตอนการแตกตัวของกระแสหมุนวน) หรืออาจ
ปรากฏขึ้นแตอยูในชวงที่ส้ันมากจนขาดบทบาทไป พัฒนาการของความเปลี่ยนผานจึงขามผานไป
เร่ิมตนจากขั้นตอนการเกิดจุดกอความปนปวน ซ่ึงเปนขั้นตอนของความไรเสถียรภาพแบบไมเชิง
เสน แนวคิดนี้ถูกกลาวถึงครั้งแรกโดย Morkovin (1969) ซ่ึงตอมาไดถูกนําไปประยุกตใชงานอยาง
กวางขวางในการวิเคราะหการไหลผานใบจักรกังหันกาซ ซ่ึงสวนใหญเปนการไหลภายใตอิทธิพล
ของกระแสอิสระปนปวนที่มีความเขมสูง 
2.2.3 ความเปลี่ยนผานแบบกระแสแยกตัว 
 การไหลภายใตอิทธิพลของเกรเดียนตความดันยอนกลับ และภายใตผลกระทบของ
ขอบทางเขา มักประสบกับสภาวะการแยกตัวของชั้นชิดผิวแบบราบเรียบเกิดขึ้นเสมอ อิทธิพลของ
เกรเดียนตความดันยอนกลับจะตานการไหลของกระแสการไหลไว หากอิทธิพลดังกลาวมีขนาด
ใหญมากพอ ก็จะผลักใหกระแสการไหลเกิดการไหลยอนกลับและเกิดการแยกตัวของชั้นชิดผิวขึ้น
ได ซ่ึงมักเกิดขึ้นกับกรณีการไหลผานพื้นผิวที่มีรูปทรงโคงบานออก อาทิเชน แพนอากาศ ใบจักร
ของกลจักรหมุนจําพวกเครื่องอัดความดัน กังหัน ปม เปนตน สําหรับกรณีผลกระทบที่เกิดจากปาก
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ทางเขา เสนการไหลที่บริเวณปากทางเขาจะถูกเบี่ยงใหบีบตัวเขาในชวงตนและบานตัวออกในชวง
ถัดมา สงผลใหเกิดการแยกตัวและการตกกระทบซ้ําของกระแสการไหล กอรูปเปนบริเวณปดของ
กระแสการแยกตัวที่เรียกวา ฟองกระแสแยกตัว ดังในรูปที่ 2.3 (ซาย) การแยกตัวของกระแสการ
ไหลนี้สามารถกอใหเกิดความเปลี่ยนผานไดทั้งในรูปแบบธรรมชาติและแบบขามขั้น ทั้งนี้ขึ้นอยูกับ
ระดับความเขมของกระแสอิสระปนปวน แตมักเรียกรวมวา ความเปลี่ยนผานแบบกระแสแยกตัว 
ความเปลี่ยนผานรูปแบบนี้ มักจะเกิดขึ้นในบริเวณที่เกิดการแยกตัวของชั้นชิดผิวใกลกับผนัง หรือ
หากการแยกตัวนั้นมีการกอรูปกลายเปนฟองกระแสแยกตัว ความเปลี่ยนผานก็จะเกิดขึ้นบนฟอง
กระแสแยกตัวนั้น ดังแสดงในรูปที่ 2.3 (ขวา) จากรูป เมื่อเกิดฟองกระแสแยกตัวข้ึน เสนการไหลที่
บริเวณดังกลาวจะถูกบีบตัวจนแคบลง สงผลใหความเร็วกระแสอิสระ U(x) ที่บริเวณฟองกระแส
แยกตัวมีความเร็วเพิ่มขึ้นและเปลี่ยนผานเขาสูชวงความปนปวน (กราฟเสนประ) ตามลําดับ 
 
      
 
รูปที่ 2.3 กระแสแยกตัวที่ปากขอบทางเขาของการไหลที่ Re=6000 (ซาย) (Van Dyke, 1964)  
     และภาพวาดการเกิดฟองกระแสแยกตัว (ขวา) 
 
2.3 อิทธิพลหลักท่ีสงผลตอชั้นชิดผิวความเปลี่ยนผาน 
หลักการสรางแบบจําลองทางคณิตศาสตรโดยทั่วไป หากพบวามีหลายปจจัยที่เกี่ยวของมี
อิทธิพลกับปญหาที่วิเคราะห จนยากแกการเชื่อมโยงความสัมพันธของทุกปจจัยเขาดวยกันไดอยาง
สมบูรณไดแลว นักวิจัยมักใชวิธีการลดทอนความยากดังกลาวลงโดยตัดบางพจนหรือบางปจจัยที่
เห็นวาไมสําคัญทิ้งไปบาง และคงไวเพียงปจจัยที่เห็นวามีผลกระทบสูง การทําเชนนี้ไมไดเปนไป
เพราะความมักงาย แตโดยเล็งเห็นแลววา หากคงรูปเต็มไวเชนเดิมอาจกอความยุงยากตามมาในภาย
หลังได หรืออาจไมคุมกับเวลาที่เสียไปเมื่อเทียบกับความถูกตองที่จะไดรับเพิ่มขึ้นเพียงเล็กนอย 
หรือในบางครั้งอาจเลวรายถึงขั้นที่วาไมสามารถสรางความสัมพันธขึ้นมาได แนวคิดเดียวกันนี้ถูก
นํามาประยุกตใชกับการจําลองความเปลี่ยนผานตลอดชวงที่ผานมา กลาวคือ อิทธิพลทั้งหลายที่คิด
  Circulation      region SurfaceLaminar separation Turbulent reattachment 
Laminar boundary layer Turbulent fl  
 
 With bubble 
Without bubble 
  U 
Turbulent  Laminar 
Transition 
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วานาจะสงผลกระทบตอความเปลี่ยนผาน (อาทิเชน กระแสอิสระปนปวน เกรเดียนตความดัน การ
แยกตัวของกระแสการไหล การถายเทความรอน ความขรุขระและความโคงของพื้นผิว สภาวะการ
อัดตัวไดของการไหล ฯลฯ) ถูกนํามาวิเคราะหเพื่อหาระดับความสําคัญมากนอย จากการศึกษาพบวา 
อิทธิพลหลักที่สงผลกระทบตอพฤติกรรมความเปลี่ยนผานมากที่สุดมี 2 ตัว คือ กระแสอิสระปน
ปวน ซ่ึงจะสงผลกระทบกับตําแหนงที่ความเปลี่ยนผานเริ่มเกิด และเกรเดียนตความดัน ซ่ึงจะเขาไป
มีบทบาทในการควบคุมอัตราการผลิตจุดกอความปนปวน ซ่ึงเชื่อมโยงกับขนาดความยาวของชวง
เปลี่ยนผานที่เกิดขึ้น สําหรับอิทธิพลอ่ืนนอกเหนือจากสองอิทธิพลหลักดังกลาว ถือเปนอิทธิพลรอง
ที่สงผลกระทบในสัดสวนที่คอนขางนอย คือนอยกวาประมาณ 5-10 เทาเมื่อเทียบกับผลกระทบที่
เกิดจากอิทธิพลหลัก (Tani, 1969; Schlichting, 1979; Mayle, 1991) ฉะนั้น ในหัวขอนี้จึงจะขอกลาว
ถึงเฉพาะรายละเอียดของอิทธิพลหลักเทานั้น 
2.3.1 อิทธิพลของกระแสอิสระปนปวนท่ีมีตอความเปล่ียนผาน 
 กระแสอิสระปนปวน เปนดัชนีที่ใชบงบอกถึงความยากงายที่กระแสการไหลจะ
พัฒนาไปสูรูปแบบความปนปวน โดยปกติเรามักจะบอกระดับความปนปวนของกระแสอิสระใน
นามของ เปอรเซ็นตความปนปวน หรือความเขมของความปนปวน ในกรณีการไหลชั้นชิดผิว หาก
ไมมีผลกระทบจากเกรเดียนตความดันเขามาเกี่ยวของ ตําแหนงที่เร่ิมเกิดความเปลี่ยนผานและขนาด
ความยาวของชวงเปลี่ยนผาน จะแปรโดยตรงกับระดับความปนปวนของกระแสอิสระ (Klebanoff, 
1971; Abu-Ghannam and Shaw, 1980; Narasimha, 1985; Mayle, 1991) กลาวคือ เมื่อระดับความ
ปนปวนของกระแสอิสระมีคาสูงขึ้น ช้ันชิดผิวของการไหลจะพัฒนาไปสูความปนปวนไดงายและ
เร็วขึ้น พฤติกรรมความเปลี่ยนผานจึงเกิดขึ้นไดเร็ว สงผลใหความยาวของชวงเปลี่ยนผานสั้นลง ใน
ทางกลับกัน หากระดับความปนปวนของกระแสอิสระมีคาลดลง ช้ันชิดผิวของการไหลจะพัฒนาไป
สูความปนปวนไดยากและชาลง การเติบโตของพฤติกรรมความเปลี่ยนผานจึงถูกชะลอลง ขนาด
ความยาวของชวงเปลี่ยนผานจึงมากขึ้น ขอมูลที่เกี่ยวของกับพฤติกรรมชั้นชิดผิวแบบเปลี่ยนผาน
ภายใตสภาวะเกรเดียนตความดันเปนศูนยนั้น ไดรับการศึกษาและรวบรวมไวโดย Mayle (1991) 
พรอมกันนี้ เขายังไดสรางสหสัมพันธสําหรับใชทํานายจุดเริ่มเกิดความเปลี่ยนผาน และอัตราการ
ผลิตจุดกอความปนปวนไวดวย  
2.3.2 อิทธิพลของเกรเดียนตความดันท่ีมีตอความเปล่ียนผาน 
 จากการศึกษาของนักวิจัยหลายกลุม เกี่ยวกับผลกระทบของเกรเดียนตความดันที่มีตอ
ช้ันชิดผิวของการไหลแบบเปลี่ยนผานพบวา เกรเดียนตความดันสงผลกระทบเปนอยางมากตออัตรา
การเติบโตของจุดกอความปนปวนที่เกิดขึ้นในชวงการเปลี่ยนผาน กลาวคือ เกรเดียนตความดันยอน
กลับจะชวยเสริมใหอัตราการเติบโตของจุดกอเพิ่มมากขึ้น (Gostelow, Hong, Melwami and Walker, 
1993; Van Hest, Pesschier and Van Ingen, 1994; Seifert and Wygnanski, 1995) ในขณะที่เกรเดี
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ยนตความดันเสริมจะยับยั้งใหอัตราการเติบโตของจุดกอลดลง (Katz, Seifert and Wygnanski, 
1990) ที่เปนเชนนี้อธิบายไดวา ภายใตสภาวะเกรเดียนตความดันยอนกลับ ความดันสถิตที่ตําแหนง
ตนกระแสจะมีคานอยกวาที่ตําแหนงปลายกระแส หรือกลาวอีกนัยหนึ่งคือ ขนาดของความดันสถิต
จะมีคาเพิ่มขึ้นในทิศตามกระแส กระแสการไหลจึงถูกตานไวและถูกหนวงใหชาลง (เสมือนทอการ
ไหลถูกทําใหบานออก) โพรไฟลความเร็วของชั้นชิดผิวจึงเกิดการวกกลับและปรากฏจุดที่เรียกวา 
จุดเปลี่ยนความเวา สงผลใหเสถียรภาพของกระแสการไหลมีแนวโนมลดลง และสามารถพัฒนาสู
ภาวะความปนปวนไดงายขึ้น จึงเปนการชวยเสริมใหการเติบโตของจุดกอความปนปวนเพิ่มมากขึ้น 
ในทางกลับกัน ภายใตสภาวะเกรเดียนตความดันเสริม ความดันสถิตในทิศทางตามกระแสจะมีคาลด
ลง กระแสการไหลถูกเรงตัวใหเร็วขึ้น (เสมือนทอการไหลถูกบีบใหแคบเขา) โพรไฟลความเร็วของ
ช้ันชิดผิวจะไมปรากฏจุดเปลี่ยนความเวา เสถียรภาพของการไหลจึงมีแนวโนมเพิ่มขึ้น อัตราการเติบ
โตของจุดกอความปนปวนจึงถูกยับยั้งใหลดลง นอกจากนี้ ผลการทดลองของ Clark (1993) ยังพบ
วา อัตราการแพรกระจายของจุดกอความปนปวนเทียบกับความเร็วกระแสอิสระ มีสัดสวนคอนขาง
คงที่ในชวง 0<K<3×106 เมื่อ K เปนพารามิเตอรความเรง ซ่ึง K=(ν/U2)(dU/dx) 
 
2.4 การทํานายความเปลี่ยนผาน 
กวารอยปที่ผานมานับตั้งแตที่ Reynolds (1895) นําเสนอแนวคิดการจําลองพฤติกรรมความ
ปนปวนในรูปแบบปริมาณเฉลี่ย ซ่ึงตอมาเปนที่รูจักกันดีในชื่อ วิธีเรยโนลดเฉลี่ย แนวคิดดังกลาวนี้ 
ใชเปนรากฐานสําคัญในการพัฒนาทฤษฎีและแบบจําลองแบบตาง ๆ มากมายในยุคตอมา    อาทิเชน 
แบบจําลองแบบศูนยสมการ (แบบพีชคณิต) เชน Prandtl (1925), Van Driest (1956), Cebeti and 
Smith (1974), Baldwin and Lomax (1978) แบบจําลองแบบหนึ่งสมการ เชน Bradshaw, Ferriss, 
and Atwell (1967), Spalart and Allmaras (1992) แบบจําลองแบบสองสมการ เชน แบบจําลอง k-ε 
ของ Jones and Launder (1972), Launder and Sharma (1974), Lam and Bremhorst (1981), Chien 
(1982), Nagano and Tagawa (1990), Yang and Shih (1993) แบบจําลอง k-ω ของ Kolmogorov 
(1942), Wilcox (1988), Menter (1994) แบบจําลองสองชั้นผิว k-l ของ Chen and Patel (1988) แบบ
จําลองแบบสี่สมการ k-ε-v2-f  ของ Durbin (1995) เปนตน แตอยางไรก็ตาม ความเขาใจเกี่ยวกับพฤติ
กรรมความเปลี่ยนผาน ซ่ึงเปนเสมือนสะพานเชื่อมระหวางพฤติกรรมความราบเรียบกับความปน
ปวนกลับมีนอยมาก (ทั้ง ๆ ที่มนุษยรูจักพฤติกรรมความเปลี่ยนผานพรอม ๆ  กับพฤติกรรมความปน
ปวน) เทาที่ทราบในปจจุบัน ยังไมมีทฤษฎีใดที่สามารถใชอธิบายและทํานายพฤติกรรมความเปลี่ยน
ผานไดอยางสมบูรณ ขอมูลที่เกี่ยวของสวนใหญไดมาจากการทดลอง ซ่ึงไดถูกนําไปใชเปนวัตถุดิบ
ในการสรางแบบจําลองและสหสัมพันธรูปแบบตาง ๆ ในภายหลัง  ในการทํานายพฤติกรรมความ
เปลี่ยนผาน หลักการหนึ่งที่นักวิจัยนิยมนํามาใชตลอดระยะเวลาที่ผานมาคือ การพยายามสรางปฏิ
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สัมพันธระหวางความราบเรียบและความปนปวนใหได วิธีการที่มักนิยมทํากันคือ ใชหลักการความ
ไมตอเนื่องเปนตัวเชื่อมโยงระหวางสองพฤติกรรมดังกลาว โดยความไมตอเนื่องดังกลาวนี้อยูใน
รูปสหสัมพันธซ่ึงสังเคราะหมาจากผลการทดลองอีกตอหนึ่ง   วิธีการหลัก ๆ ที่ถูกนําไปใชในการ
ทํานายความเปลี่ยนผานในชวงระยะเวลาที่ผานมา จําแนกไดเปนดังนี้  
2.4.1 การทํานายโดยใชวิธีเสถียรภาพเชิงเสน  
 วิธีเสถียรภาพเชิงเสน ใชไดผลดีกับกรณีการไหลที่มีระดับความปนปวนของกระแส
อิสระต่ํา (Tu∞<1.0%) ซ่ึงพัฒนาการของชั้นชิดผิวจากแบบราบเรียบไปเปนแบบปนปวนมีแนวโนม
เปนความเปลี่ยนผานแบบธรรมชาติ ซ่ึงมีพฤติกรรมของความไรเสถียรภาพเปนแบบเชิงเสน วิธีการ
ที่นิยมนํามาใชในการทํานายความเปลี่ยนผานในลักษณะดังกลาวคือ วิธี eN ซ่ึงพัฒนาขึ้นครั้งแรก
โดย Smith and Gamberoni (1956) และ Van Ingen (1956) เปนวิธีที่อาศัยทฤษฎีเสถียรภาพเชิงเสน
และสมมติฐานการไหลแบบขนานในการคํานวณหาการขยายตัวของสิ่งรบกวน ที่เกิดขึ้นในชวงที่
เร่ิมปรากฏชั้นชิดผิวจนถึงตําแหนงที่เร่ิมเกิดการเปลี่ยนผาน วิธีการนี้จะทําการจําลองพฤติกรรมของ
ส่ิงรบกวนขนาดเล็กในรูปแบบของคลื่น T-S ดังนี้ 
 
 ˆ( )exp( )exp[ ( )]q q y x i x tσ α ω= −  (2-2) 
 
เมื่อ q เปนความเร็วหรือความดันกวัดแกวง สวน σ, α และ ω เปนอัตราการขยายตัว ความถี่เชิงวง
กลม และเลขคลื่น ตามลําดับ ความสัมพันธระหวางความถี่และแอมปลิจูดของการสั่นของคลื่นจะมี
คาเปลี่ยนแปลงไปตามรูปแบบดังนี้ 
 
max ln
o
AN
A
⎡ ⎤⎛ ⎞= ⎢ ⎥⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
 (2-3) 
 
เมื่อ A เปนแอมปลิจูดของคลื่น และ Ao เปนแอมปลิจูดของคลื่นในทิศทางตามกระแส ณ ตําแหนงที่
คล่ืนเริ่มขาดเสถียรภาพ วิธีการนี้นิยมนําไปใชวิเคราะหความเปลี่ยนผานที่เกิดบนแพนอากาศ ซ่ึง
สวนใหญมีพฤติกรรมเปนแบบธรรมชาติ ตัวอยางเชน Smith and Gamberoni (1956) ไดประยุกตใช
วิธีนี้ทํานายตําแหนงจุดเริ่มเกิดความเปลี่ยนผานบนปกเครื่องบิน ผลการทํานายพบวาตําแหนงจุดที่
เร่ิมเกิดความเปลี่ยนผานเกิดขึ้นเมื่อ N=9 ในทุกกรณีทดสอบที่พิจารณา หมายความวา จุดกอความ
ปนปวนจะปรากฏขึ้นเมื่อความถี่ของความไรเสถียรภาพถูกขยายดวยตัวประกอบ e9 ซ่ึงผลดังกลาว
สอดคลองกับที่ Van Ingen (1956) วิเคราะหได นอกจากนี้ Mack (1984) ยังไดเสนอรูปแบบความ
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สัมพันธระหวางคาความเขมของกระแสอิสระปนปวน Tu และคาเลข N ที่ตําแหนงจุดเริ่มเกิดความ
เปลี่ยนผาน ดังนี้ 
 
8.43 2.4N Tu= − −  (2-4) 
 
ซ่ึงเขาพบวาความสัมพันธที่เขานําเสนอ ใหความถูกตองในระดับที่ยอมรับไดในชวง 0.1<Tu<2.0 % 
ในปจจุบัน เรายังคงพบเห็นการนําเอาวิธี eN มาประยุกตใชงานอยูบางในบางกรณี 
โดยเฉพาะการวิเคราะหการไหลที่มีพฤติกรรมความเปลี่ยนผานแบบธรรมชาติ เชน การไหลผานปก
ของอากาศยาน ความโดดเดนของวิธีนี้คือ หลักการถูกสังเคราะหขึ้นบนพื้นฐานของผลการทดลองที่
ไดจากอุโมงคลม ซ่ึงมีสภาวะแวดลอมของการทดสอบใกลเคียงกับอิทธิพลที่เกิดจากสิ่งรบกวนใน
สภาพแวดลอมภายนอก กลาวคือ กระแสอิสระปนปวนมีความเขมอยูในชวงไมเกิน 0.1 เปอรเซ็นต 
อยางไรก็ตาม วิธีการนี้ไมเหมาะที่จะนําไปใชกับการทํานายความเปลี่ยนผานแบบขามขั้น ซ่ึงเปน
พฤติกรรมแบบไมเชิงเสน และไมคอยนิยมนําไปประยุกตใชกับกระบวนการพลศาสตรของไหลเชิง
คํานวณในปจจุบัน เนื่องจากวา โดยทั่วไปผลเฉลยที่แกไดจากสมการนาเวียร-สโตกส มักมีความถูก
ตองไมเพียงพอที่จะนําไปใชในการแกสมการเสถียรภาพ  
2.4.2 ทํานายโดยใชแบบจําลองความปนปวน  
 วิธีการนี้สามารถทําได 2 แนวทาง คือ (1) ใชการสับเปลี่ยนโหมดการคํานวณไปเปน
แบบปนปวนเมื่อถึงตําแหนงที่เกิดการเปลี่ยนผาน (ตําแหนงดังกลาวไดจากการทดลอง) ขอดอยของ
วิธีการนี้คือ การสับเปลี่ยนโหมดไปเปนแบบปนปวนอยางทันทีทันใดนั้น จะทําใหลักษณะทางกาย
ภาพของความเปลี่ยนผานที่เกิดขึ้นถูกละเลยไปอยางสิ้นเชิง สงผลใหเกิดความไมสมจริงและเกิด
ความคลาดเคลื่อนขึ้นไดคอนขางมาก โดยเฉพาะอยางยิ่ง ในกรณีการไหลที่มีพฤติกรรมความเปลี่ยน
ผานเกิดขึ้นปกคลุมเปนบริเวณกวาง เชน การไหลผานใบจักรกงัหันความดันต่ํา (2) คํานวณโดยใช
แบบจําลองความปนปวนเลขเรยโนลดต่ํา เชน แบบจําลอง k-ε ของ Launder and Sharma (1974) 
แนวทางนี้ใชไดผลดีเฉพาะกับกรณีการไหลที่ระดับความปนปวนของกระแสอิสระสูง ทั้งนี้เพราะ 
แบบจําลองในกลุมนี้ถูกพัฒนาขึ้นบนพื้นฐานของความปนปวนแบบสมบูรณ ไมใชบนพื้นฐานของ
ความเปลี่ยนผาน การที่แบบจําลองสามารถตรวจจับพฤติกรรมความเปลี่ยนผานไดนั้น ถือเปนเรื่อง
บังเอิญหรือเปนผลพลอยไดที่เกิดจากการจําลอง 
2.4.3 ทํานายโดยใชหลักการความไมตอเนื่อง  
 วิธีการนี้ใชการถวงน้ําหนักระหวางพฤติกรรมแบบราบเรียบ และพฤติกรรมแบบปน
ปวน ซ่ึงเปนวิธีที่นิยมใชในการจําลองพฤติกรรมความเปลี่ยนผานในปจจุบัน โดยเฉพาะอยางยิ่งการ
ออกแบบกังหันกาซในภาคอุตสาหกรรม ตามที่ไดอธิบายในหัวขอ 2.1 ดังที่ไดอธิบายไปแลววา 
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ความไมตอเนื่องเปนภาวะเฉลี่ยที่เกิดขึ้นระหวางความราบเรียบกับความปนปวน ซ่ึงมีคาเปนศูนย
เมื่อเปนความราบเรียบสมบูรณ และมีคาเปนหนึ่งเมื่อเปนความปนปวนสมบูรณ ดังนั้น ในระหวาง
สองตําแหนงดังกลาว สภาวะของพฤติกรรมจึงถูกถวงน้ําหนักอยูในชวงศูนยและหนึ่ง ซ่ึงหาก
สามารถหารูปแบบการแจกแจงน้ําหนักของความไมตอเนื่องไดอยางถูกตอง ก็จะทําใหสามารถระบุ
ลักษณะพัฒนาการของการไหลที่เกิดขึ้นภายชวงเปลี่ยนผานไดอยางสมจริง โดยปกติแลว การไหล
ช้ันชิดผิวบนแผนเรียบภายใตสภาวะเกรเดียนตความดันเปนศูนย ความไมตอเนื่องจะมีรูปแบบการ
แจกแจงตัวที่คอนขางแนนอน สามารถสรางเปนความสัมพันธเชิงคณิตศาสตรได เชน สหสัมพันธ
ของ Dhawan and Narasimha (1958) เปนตน สวนตําแหนงที่เร่ิมเกิดความเปลี่ยนผานมักแสดงในรูป
เลขเรยโนลดความหนาโมเมนตัม ซ่ึงมักสรางใหอยูในรูปฟงกชันของระดับความปนปวนของ
กระแสอิสระและเกรเดียนตความดัน เชน Abu-Ghannam and Shaw (1989) เปนตน  
การประยุกตใชหลักการความไมตอเนื่องในยุคแรกนั้น ความไมตอเนื่องจะถูกผนวกเขากับ
การสังเคราะหสมการควบคุมการไหลโดยตรง ในรูปของวิธีการที่เรียกวา การเฉลี่ยภาวะ ซ่ึงจะทํา
ใหไดสมการในรูปแบบที่เรียกวา สมการแบบภาวะเฉลี่ย หากผนวกเขากับสมการนาเวียร-สโตกส ก็
จะไดสมการนาเวียร-สโตกสแบบภาวะเฉลี่ย การสังเคราะหสมการโดยใชการเฉลี่ยสภาวะนี้จะทํา
ใหไดสมการแบบภาวะเฉลี่ยจํานวน 2 ชุดเสมอ คือ สมการสําหรับสวนไมปนปวน และสมการ
สําหรับสวนปนปวน รูปการเชนนี้ กอใหเกิดความยุงยากและไมเหมาะสมตอการนําไปใชงานเปน
อยางยิ่ง ดวยเหตุนี้ จึงไมคอยพบเห็นการนําเอาวิธีการแบบภาวะเฉลี่ยมาประยุกตใชงานในปจจุบัน 
ตัวอยางของการจําลองที่ใชหลักการแบบดังกลาวนี้ ไดแก Dopaso (1977), Byggstoyl and Kollmann 
(1981), Janicka and Kollmann (1983), Steelant and Dick (1996, 2001) เปนตน  
การวิเคราะหปญหาการไหลในทางปฏิบัตินั้น มักนิยมแกสมการควบคุมเพียงชุดเดียว คือ 
ในรูป สมการแบบเรยโนลดเฉลี่ย เนื่องจากมีความสะดวกในการประยุกตใชงาน อยางไรก็ตาม การ
แกสมการแบบเรยโนลดเฉลี่ยเพื่อใหไดผลเฉลยที่สมจริงนั้น หัวใจสําคัญอยูที่การจําลองพจนความ
เคนเรยโนลดในสมการควบคุมใหมีความสมจริง ตลอดระยะเวลาที่ผานมา พจนดังกลาวมักถูก
จําลองบนพื้นฐานของความปนปวนสมบูรณ จึงทําใหแบบจําลองความปนปวนทั้งหลายไมสามารถ
ทํานายพฤติกรรมในชวงเปลี่ยนผานไดอยางถูกตอง ที่เปนเชนนี้ไมใชวานักวิจัยจะไมอยากจําลอง
พจนดังกลาวใหเหมาะและสมจริง แตติดขัดเพราะยังไมสามารถหาหนทางทําได เพราะนักวิจัยเอง
ยังไมเขาใจพฤติกรรมความเปลี่ยนผานไดอยางถองแท การจําลองความเปลี่ยนผานจึงเปนเสมือนวา 
ไดอยางหนึ่งมาแตกลับตองเสียอีกอยางหนึ่งไป กลาวคือ หากตองการไดความสมจริงในการจําลอง
พฤติกรรมความเปลี่ยนผาน (ซ่ึงทําไดโดยการแกสมการในรูปแบบภาวะเฉลี่ย) ส่ิงที่ตองจายเปน
ความสูญเสียคือความยุงยากในการดําเนินการ เพราะตองแกสมการที่มีซับซอนถึงสองชุด ในทาง
กลับกัน หากตองการไดความสะดวกในการประยุกตใชงาน (ซ่ึงทําไดโดยการแกสมการในรูปแบบ
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เรยโนลดเฉลี่ย) ความสูญเสียที่ตองประสบคือ ความยากในการจําลองพจนความเคนเรยโนลดใหสม
จริงกับพฤติกรรมความเปลี่ยนผาน อยางไรก็ตาม Simon and Stephens (1991) ไดเสนอแนะแนวทาง
แกไขปญหาดังกลาวไววา ใหตัดพจนความเคนเรยโนลดของสวนไมปนปวนทิ้งไป เพราะพจนสวน
ดังกลาวสงอิทธิพลตอพฤติกรรมการไหลนอยมาก เมื่อเทียบกับพจนความเคนเรยโนลดของสวนปน
ปวน จากนั้นใหนําสมการแบบภาวะเฉลี่ยทั้งสองชุดรวมเขาดวยกัน ผลของการรวมดังกลาวจะทําให
ไดสมการแบบภาวะเฉลี่ยเพียงชุดเดียว คือ สมการในรูปแบบเรยโนลดเฉลี่ยที่มีพจนความไมตอ
เนื่องผนวกรวมอยูในสมการนั่นเอง พจนดังกลาวนี้จะชวยสรางความเหมาะสมมากขึ้นใหพจนเรย
โนลดความเคนในการจําลองความเปลี่ยนผาน แนวทางนี้ แมจะสามารถกําจัดความยุงยากในการใช
งานไปไดอยางมาก แตก็ยังมีขอเสียอยูบางประการคือ การตัดพจนความเคนเรยโนลดของสวนไม
ปนปวนทิ้งไป จะสงผลใหปฏิสัมพันธของสวนไมปนปวนที่มีตอพฤติกรรมการไหลขาดหายไปดวย 
การไหลจึงอาจสูญเสียพฤติกรรมทางกายภาพบางอยางไป แตอยางไรก็ตาม เมื่อเทียบกับความยุงยาก
ที่ลดลงไปแลวถือวาคุมคา ดังจะเห็นไดจากการพัฒนาแบบจําลองความเปลี่ยนผานที่เกิดขึ้นในยุค
หลังจากนั้น สวนใหญอาศัยหลักการที่วานี้แทบทั้งสิ้น ยกตัวอยางเชน แบบจําลองของ Suzen and 
Huang (2000), Menter, Esch and Kubacki (2002), Pecink, Sanz, Gehrer and Woisetschlager 
(2003), Lodefier, Merci, De Langhe and Dick (2005), Menter, Langtry, Volker and Huang (2005) 
เปนตน 
 
2.5 สหสัมพันธสําหรับความเปลี่ยนผาน 
ดังที่ไดกลาวไปแลวในตอนตนวา ยังไมมีทฤษฎีใดที่นาเชื่อถือเพียงพอที่สามารถใชอธิบาย
พฤติกรรมแบบเปลี่ยนผานไดอยางสมบูรณ การทํานายผลจึงตองอาศัยสหสัมพันธที่ถูกสรางขึ้นจาก
ผลการทดลองเสียเปนสวนใหญ โดยมีการประยุกตหลักการทางทฤษฎีสอดแทรกเขาไวใหเห็นอยู
บางในบางกรณี ดวยเหตุนี้ ความนาเชื่อถือของแบบจําลองและความถูกตองของผลการจําลองความ
เปลี่ยนผาน จึงขึ้นอยูกับความนาเชื่อถือของผลการทดลองและสหสัมพันธที่สรางขึ้น ในการทํานาย
ความเปลี่ยนผาน หัวใจหลกัสําคัญสองประการที่จําเปนตองรู คือ ตําแหนงที่ความเปลี่ยนผานเริ่ม
เกิด และขนาดความยาวของชวงการเปลี่ยนผาน ในหัวขอนี้ จะนําเสนอรายละเอียดของสหสัมพันธ
บางรูปแบบที่เกี่ยวของดังกลาว 
2.5.1 สหสัมพันธสําหรับจุดเริ่มเกิดความเปลี่ยนผาน 
ในการทํานายการไหลแบบเปลี่ยนผาน การระบุตําแหนงที่ความเปลี่ยนผานเริ่มเกิดได
อยางถูกตองถือวามีความสําคัญมาก แตทําไดคอนขางยากในทางปฏิบัติ เพราะการเกิดขึ้นของความ
เปลี่ยนผานเกี่ยวของกับหลายปจจัยกระทบ โดยเฉพาะอยางยิ่ง ปจจัยอิทธิพลจากกระแสอิสระปน
ปวนและเกรเดียนตความดัน ดังที่กลาวมาแลว นอกจากนี้ สภาวะการไหลในความเปนจริงมักไมมี
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ความคงตัว ดังนั้น ตําแหนงของจุดเริ่มเกิดความเปลี่ยนผานจึงอาจเกิดการเลื่อนไปมาไดตลอดเวลา 
ตามสภาวะการไหลขณะนั้น ๆ 
ในกรณีที่การไหลอยูภายใตอิทธิพลของกระแสอิสระความปนปวน ที่มีความเขมนอย
กวา 1 เปอรเซ็นต ช้ันชิดผิวแบบเปลี่ยนผานที่เกิดขึ้นจะมีแนวโนมเปนแบบธรรมชาติ จุดเริ่มเกิด
ความเปลี่ยนผานจึงสามารถวิเคราะหไดโดยใชทฤษฎีเสถียรภาพเชิงเสน แตถาหากกระแสอิสระปน
ปวนมีความเขมมากกวา 1 เปอรเซ็นต ช้ันชิดผิวความเปลี่ยนผานจะพัฒนาเปนแบบขามขั้น พฤติ
กรรมที่เกิดขึ้นเปนแบบไมเชิงเสน จึงใชทฤษฏีเสถียรภาพเชิงเสนมาวิเคราะหจุดเริ่มเกิดความเปลี่ยน
ผานไมได เทาที่ทราบในปจจุบัน ขอมูลจุดเริ่มเกิดความเปลี่ยนผานสําหรับกรณีความเปลี่ยนผาน
แบบขามขั้นนั้น เกือบทั้งหมดไดมาจากผลการทดลอง จากนั้นจึงนําไปสรางเปนสหสัมพันธในรูป
แบบตาง ๆ ขึ้นใชงาน   ในการทดลองเพื่อคนหาตําแหนงจุดที่เร่ิมเกิดความเปลี่ยนผานนั้น  จุดกอ
ความปนปวนจะถูกบังคับใหเกิดขึ้นดวยวิธีการที่ควบคุมได เชน Schubauer and Klebanoff (1955) 
ใชการกระตุนดวยประจุไฟฟา เปนตน จากนั้นจึงทําการวิเคราะหหาวา จุดเริ่มเกิดความเปลี่ยนผานมี
ตําแหนงที่เปลี่ยนไปอยางไรเมื่อระดับความปนปวนของกระแสอิสระมีคาเปลี่ยนไป การสรางสห
สัมพันธที่ใชกําหนดจุดเริ่มเกิดความเปลี่ยนผานนั้น สวนใหญมักสรางขึ้นในรูปแบบที่สัมพันธกับ
เลขเรยโนลดความหนาโมเมนตัม ดวยเหตุผลที่วา ชวงที่ช้ันชิดผิวราบเรียบเริ่มเปลี่ยนเขาสูชวง
เปลี่ยนผานนั้น ความหนาของชั้นชิดผิวจะเพิ่มขึ้นมากอยางชัดเจนจนสามารถตรวจจับไดงาย การ
กําหนดจุดเริ่มเกิดความเปลี่ยนผานโดยคํานวณจากสหสัมพันธ จึงเปนที่นิยมมากทางปฏิบัติ เพราะ
ใหความสะดวกในการประยุกตใชงาน และใชไดผลดีทั้งกับความเปลี่ยนผานแบบธรรมชาติและ
แบบขามขั้น นอกจากนี้ยังใหความถูกตองในระดับที่วิศวกรยอมรับได 
สหสัมพันธสําหรับจุดเริ่มเกิดความเปลี่ยนผานที่พัฒนาขึ้นในยุคแรก มักสรางในรูปที่
สัมพนัธกับเลขเรยโนลดการไหล เชน สหสัมพันธของ Michel (1951), Granville (1953), Smith and 
Gamberori (1956) เปนตน โดยไมคํานึงถึงผลกระทบของกระแสอิสระปนปวนและเกรเดียนตความ
ดัน ในยุคหลังเมื่อพบวากระแสอิสระปนปวนสงผลกระทบเปนอยางมากตอตําแหนงการเกิดความ
เปลี่ยนผาน สหสัมพันธจึงถูกสรางขึ้นในรูปใหมที่สัมพันธกับระดับกระแสอิสระปนปวน เชน สห
สัมพันธของ Hall and Gibbings (1970) อยูในรูปฟงกชันเลขชี้กําลัง ซ่ึงคา Reθt จะลูเขาสู 190 เมื่อ 
Tu>6.88% สวนสหสัมพันธของ Mayle (1991) อยูในรูปฟงกชันเลขยกกําลัง เปนตน ขอดอยของสห
สัมพันธกลุมนี้คือ ใชไดผลดีกับกรณีการไหลแบบเปลี่ยนผานภายใตเกรเดียนตความดันศูนยเทานั้น 
ทั้งนี้เพราะอิทธิพลของเกรเดียนตความดันไมไดถูกผนวกรวมเขาไว 
ในภายหลัง เมื่อมีการศึกษาผลกระทบของเกรเดียนตความดันที่มีตอพฤติกรรมความ
เปลี่ยนผาน และพบวาเปนอีกปจจัยหนึ่งที่สงผลกระทบตอพฤติกรรมความเปลี่ยนผานเปนอยางมาก 
สหสัมพันธยุคหลังจึงถูกสรางขึ้นโดยรวมผลกระทบของเกรเดียนตความดันเขาไวดวย โดยนิยม
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แปรใหอยูในรูปของฟงกชันผลกระทบเกรเดียนตความดัน F(λθ, K) เมื่อ λθ  และ K เปนพารามิเตอร
เกรเดียนตความดันและพารามิเตอรความเรง ตามลําดับ ตัวอยางของสหสัมพันธรูปแบบนี้ ไดแก สห
สัมพันธของ Abu-Ghannam and Shaw (1980) ซ่ึงอยูในรูปฟงกชันเลขชี้กําลัง สหสัมพันธนี้ถูกออก
แบบให Reθt→163 เมื่อ Tu>7.78% หมายความวา พฤติกรรมความเปลี่ยนผานจะไมเกิดขึ้นในชวงที่ 
Reθt<163 สหสัมพันธของ Suzen, Xiong and Huang (2000) สรางในรูปฟงกชันเลขยกกําลังและ
พารามิเตอรความเรง สหสัมพันธของ Menter, Langtry, Likki, Suzen, Huang and Volker (2004) 
สรางในรูปฟงกชันเลขยกกําลัง พารามิเตอรความเรงและพารามิเตอรเกรเดียนตความดัน สห
สัมพันธนี้ไดจากการผสมผสานผลที่ไดจากวิธีของ Abu-Ghannam and Shaw (1980)   วิธีของ 
Mayle (1991) และวิธี eN เขาดวยกัน ซ่ึงรายละเอียดจะนําเสนอในบทถัดไป ความสัมพันธระหวาง
เลขเรยโนลดความหนาโมเมนตัมการเปลี่ยนผาน เทียบกับความเขมของความปนปวนของกระแส
อิสระ Tu และพารามิเตอรเกรเดียนตความดัน λθ แสดงในรูปที่ 2.4 สวนสหสัมพันธสําหรับจุดเริ่ม
เกิดความเปลี่ยนผานรูปแบบตาง ๆ สรุปไวในตารางที่ 2.1  
นอกจากนี้ ผลการทดลองของ Blair and Werle (1981) ยังเผยใหเห็นวา   หากระดับ
ความปนปวนของกระแสอิสระมีคามากกวา 5 เปอรเซ็นต   เลขเรยโนลดความเปลี่ยนผานจะไม
เปลี่ยนแปลง (หรือเปลี่ยนแปลงนอยมาก) ตามการเปลี่ยนแปลงของเกรเดียนตความดัน หรือไมเปน
ฟงกชันกับเกรเดียนตความดัน โดยเฉพาะอยางยิ่งกรณีการไหลที่กระแสการไหลมีการเรงตัว พบวา 
คา Rext จะมีคาเขาใกลหรือบางกรณีมีคานอยกวา Rexc ที่ไดจากทฤษฎี ซ่ึงพฤติกรรมเชนนี้นําไปสู
หลักการของความเปลี่ยนผานแบบขามขั้นนั่นเอง 
 
 
 
รูปที่ 2.4 เลขเรยโนลดความหนาโมเมนตัมการเปลี่ยนผาน เทียบกับความเขมของความปนปวน 
(ซาย) และพารามิเตอรเกรเดียนความดัน (ขวา) (Menter, Langtry, Likki, Suzen,  
Huang and Volker, 2004) 
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2.5.2 สหสัมพันธสําหรับการเติบโตของความเปลี่ยนผาน 
หลังจากที่มีการคนพบจุดกอความปนปวนโดย Emmons (1951) แลว จากนั้นก็ไดมี
การทดลองอยางมากมายเกี่ยวกับการเกิดขึ้นและพฤติกรรมของจุดกอความปนปวน เชน Schubauer 
and Klebanoff (1955), Cantwell, Coles and Dimotakis (1978), Haidari and Smith (1994), 
Sankaran, Sokolov and Antonai (1988), Gad-El-Hak, Blackwelder and Riley (1981), Chamber 
and Thomas (1983), Amini and Lespinard (1982), Wygnanski, Sokolov and Friedman (1976) ใช
วิธี LES เชน Voke and Yang (1995), Lardeau, Li and Leschziner (2005) ตลอดถึงใชวิธี DNS เชน 
Singer and Joslin (1994), Jacobs and Durbin (2001) เปนตน เพื่อคนหาวาจุดกอความปนปวนเกิด
ขึ้นและเติบโตอยางไร และจริงหรือไมที่การเติบโตของชั้นชิดผิวความเปลี่ยนผานเปนผลมาจากจุด
กอความปนปวน ปจจุบันนี้เปนที่ยอมรับแลววา จุดกอความปนปวนเปนตนเหตุสําคัญที่ทําใหเกิด
ช้ันชิดผิวความเปลี่ยนผาน และนําไปสูช้ันชิดผิวความปนปวนในชวงถัดมา จากการทดลองยังพบวา 
การเติบโตของจุดกอความปนปวนนั้น เกิดขึ้นและแผขยายวงกวางออกไปในทุกทิศทางในแนวตาม
กระแส โดยในทิศทางตั้งฉากกับพื้นผิวหรือทิศขวางกระแส การเติบโตจะเกิดขึ้นในแนวตั้งฉากกับ
พื้นผิวผานกระบวนการที่เรียกวา Entrainment เชนเดียวกับลักษณะการเติบโตของชั้นชิดผิวแบบปน
ปวน ในทิศทางขนานกับพื้นผิวหรือทิศตามกระแส การเติบโตโดยจะกอตัวแพรกระจายไปทาง
ปลายน้ํา สวนในทิศทางดานขางหรือทิศแผขยาย การเติบโตจะแผตัวออกในชวงตนและลูตัวเขาใน
ชวงปลาย การเติบโตของจุดกอความปนปวนจึงมีรูปทรงคลายหัวลูกศร ดังแสดงในรูปที่ 2.1  
เนื่องจากการเกิดและการเติบโตของจุดกอความปนปวนเปนแบบเชิงสุม ไมสามารถ
ระบุชวงเวลาและปริมาณการเกิดที่แนนอนในแตละจุดได การวิเคราะหตองใชการทดลองเก็บขอมูล
รวมกับการวิเคราะหทางสถิติ อยางไรก็ตาม ขอมูลที่เกี่ยวของกับการเติบโตของจุดกอความปนปวน
ยังคงมีใหเลือกใชคอนขางนอยในปจจุบัน รูปแบบที่พบเห็นและถูกนํามาประยุกตใชงานอยูเสมอคือ
ของ Mayle (1991) ซ่ึงอยูในรูปพารามิเตอรการเติบโตของจุดกอ nˆσ  ที่เปนฟงกชันของระดับของ
ความปนปวนคูณดวยคาคงตัว 1.25×10-11 (สมการที่ (2.62)) รูปแบบดังกลาวนี้สังเคราะหมาจากการ
ไหลภายสภาวะใตเกรเดียนตความดันเปนศูนย ซ่ึงตอมาไดถูกนําไปปรับใชอยางกวางขวางใหเหมาะ
กับแบบจําลองแตละแบบ เชน Suzen and Huang (2000) ไดเปลี่ยนใชคาคงตัว 1.80×10-11  (สมการที่ 
(2.65)) กับแบบจําลองที่พวกเขาพัฒนาขึ้น ในภายหลังไดมีการนําผลกระทบของความดันไปผนวก
เขากับพารามิเตอรดังกลาว เชน Blair (1992), Steelant and Dick (1996) เปนตน รูปแบบของพารา
มิเตอรการเติบโตของจุดกอแบบตาง ๆ แสดงในตารางที่ 2.2  
2.5.3 สหสัมพันธสําหรับการแจกแจงความเปลี่ยนผาน 
ในการทํานายพฤติกรรมความเปลี่ยนผาน หากรูตําแหนงของจุดเริ่มเกิดความเปลี่ยน
ผานเรียบรอยแลว ส่ิงสําคัญอีกประการหนึ่งที่จําเปนตองรูคือ ขนาดความยาวของชวงการเปลี่ยน
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ผานซึ่งจะเกี่ยวพันกับรูปแบบการแจกแจงความไมตอเนื่องในชวงเปลี่ยนผาน สําหรับกรณีการไหล
บนแผนเรียบภายใตผลกระทบของเกรเดียนตความดันเปนศูนย ผลการทดลองของ Schubauer and 
Klebanoff (1956) พบวา ความไมตอเนื่องมีรูปแบบการแจกแจงที่คอนขางคงที่ในรูปเสนโคงเชิง
ปริพันธแบบเกาสเซียน ซ่ึงตอมา Dhawan and Narasimha (1958) ไดทําการทดลองวัดหารูปแบบ
การแจกแจงตัวสําหรับความไมตอเนื่อง และไดสรางสหสัมพันธสําหรับการแจกแจงสําหรับทุก
กรณีในรูปแบบ ที่เรียกวา การแตกตัวแบบเขมขน (สมการที่ (2-68)) ซ่ึงตอมานิยมนําไปใชในการ
สังเคราะหสรางสมการสงถายสําหรับความไมตอเนื่องในแบบจําลองความเปลี่ยนผาน รูปแบบสห
สัมพันธสําหรับความไมตอเนื่องที่นําเสนอโดยนักวิจัยกลุมตาง ๆ แสดงในตารางที่ 2.3 
 
2.6 การจําลองความเปลี่ยนผาน 
แบบจําลองความเปลี่ยนผานถูกพัฒนาขึ้นใชงานเพราะวา มีความตองการแบบจําลองที่มี
ประสิทธิภาพสูงในการทํานายพฤติกรรมการไหลแบบราบเรียบ-ปนปวน ทั้งนี้เพราะแบบจําลอง
ความปนปวนแบบสองสมการที่นิยมใชกันอยูในปจจุบันนั้น ยังมีความสามารถไมเพียงพอที่จะใช
ทํานายพฤติกรรมในชวงเปลี่ยนผานไดอยางนาเชื่อถือ ดังจะเห็นไดจากในรอบสิบกวาปที่ผานมา ได
มีกลุมวิจัยหลายกลุม อาทิเชน ERCOFTAC SIG (1991-1993), Abid (1993), Westin and Henkes 
(1997) เปนตน ที่ไดพยายามทดสอบประสิทธิภาพของแบบจําลองความปนปวนในการทํานายความ
เปลี่ยนผาน ผลการทดสอบไดขอสรุปที่สอดคลองกันวา แบบจําลองความปนปวนแบบสองสมการ
ทั้งหมดทํานายการเกิดความเปลี่ยนผานไดไมสมจริง กลาวคือ ทํานายตําแหนงที่เร่ิมเกิดความเปลี่ยน
ผานไดเร็วกวาความเปนจริง และทํานายขนาดความยาวของชวงการเปลี่ยนผานไดส้ันกวาความเปน
จริง เหตุผลที่เปนเชนนั้นเพราะวา แบบจําลองความปนปวนถูกพัฒนาขึ้นบนพื้นฐานของความปน
ปวนแบบสมบูรณ ซ่ึงไมไดออกแบบมาเพื่อใชทํานายความเปลี่ยนผานแตอยางใด 
แบบจําลองความเปลี่ยนผานที่พัฒนาขึ้นในยุคตน มักถูกใชคํานวณหาการเปลี่ยนแปลงของ
คุณสมบัติการไหลเฉลี่ยในชวงเปลี่ยนผาน โดยอาศัยหลักการความไมตอเนื่องที่ไดจากสหสัมพันธ
มาเปนตัวถวงน้ําหนัก หลักการเชนนี้เรียกวา การจําลองแบบเชิงเสน กลุมวิจัยที่ใชวิธีการนี้ ไดแก 
Emmons (1951), Dhawan and Narashimha (1958), Chen and Thyson (1971), Lakshminarayana 
(1976), Arnal (1986), Fraser and Milne (1986), Fraser, Milne and Gardiner (1988), Dey and 
Narashimha (1989) เปนตน ภายหลังไดมีการพัฒนารูปแบบการคํานวณโดยนําเอาความไมตอเนื่อง
ไปผนวกเขากับพจนความเคนเรยโนลดในสมการการไหลเฉลี่ย เพื่อใหความไมตอเนื่องชวยหนวง
พฤติกรรมการเกดิความปนปวน วิธีการนี้เรียกวา การจําลองแบบพีชคณิต กลุมวิจัยที่ใชการจําลอง
แบบนี้ ไดแก Harris (1971), Kunh (1971), Adams (1972), Cebeci and Smith (1974), Gaugler 
(1985), Michel, Coustols and Arnal (1985), Krishnamoorthy (1986), Baek, Chung and Lim (2001) 
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เปนตน ขอดอยของวิธีเชิงเสนและวิธีพีชคณิตคือ การประยุกตใชงานทําไดอยางคอนขางจํากัด
เพราะมีความจําเพาะเจาะจงเกินไป ซ่ึงสวนทางกับความตองการการใชงานสมัยปจจุบันที่เนนความ
หลากหลายและความคลองตัว      ดวยเหตุนี้นักวิจัยกลุมใหม ๆ  จึงไดหันมาพัฒนาแบบจําลองในรูป
ของสมการสงถายที่เปนแบบเชิงอนุพันธยอย วิธีการดังกลาวเรียกวา การจําลองแบบเชิงอนุพันธ ซ่ึง
ชวยใหแบบจําลองมีความเปนนยัทั่วไปในการประยุกตใชงานสูงมากขึ้น  
กอนหนานี้ Libby (1975), Dopazo (1977), Chevray and Tutu (1978), Vancoillie and Dick 
(1988) ไดนําเอาหลักการความไมตอเนื่องไปประยุกตเขากับการแกสมการการไหลอยางไดผล แต
เนื่องจากมีรูปแบบการดําเนินการที่เปนคณิตศาสตรขั้นสูง จึงไมเหมาะกับงานวิศวกรรมที่เนนการ
ประยุกตใชงาน หลักการของความไมตอเนื่องถูกนําไปสรางเปนสมการสงถายขึ้นใชงานครั้งแรก
โดย Cho and Chung (1992) เพื่อใชทํานายการไหลแบบไรความเฉือน เชน การไหลแบบกระแสเจ็ต 
การไหลแบบชั้นผิวผสม แตแบบจําลองดังกลาวก็ไมไดพัฒนาขึ้นเพื่อใชสําหรับทํานายความเปลี่ยน
ผานแตอยางใด สมการสงถายสําหรับความไมตอเนื่องในรูปแบบที่ใชสําหรับทํานายความเปลี่ยน
ผาน ถูกพัฒนาขึ้นใชงานครั้งแรกโดย Steelant and Dick (1996) โดยประยุกตเขากับการคํานวณใน
รูปแบบภาวะเฉลี่ย หลังจากนั้นจึงไดมีการพัฒนาแบบจําลองความไมตอเนื่องขึ้นใชงานในรูปแบบที่
หลากหลาย เชน Savill, Launder and Younis (1988), Suzen and Huang (2000), Higazi (2002), 
Menter, Esch and Kubacki (2002), Pecnick, Sanz, Gehrer and Woisetschlager (2003), Lodefier, 
Merci, De Langhe and Dick (2005), Menter, Langtry,  Likki, Suzen, Huang and Volker (2005) 
เปนตน รายละเอียดของการจําลองความเปลี่ยนผานในรูปแบบเชิงเสน แบบพีชคณิต และแบบเชิง
อนุพันธในรูปสมการสงถายคุณสมบัติ เปนดังนี้ 
2.6.1 การจําลองแบบเชิงเสน 
การจําลองความเปลี่ยนผานแบบเชิงเสนถูกพัฒนาขึ้นมาในชวงยุคตน หลังจากที่มีการ
คนพบและนําเสนอทฤษฎีที่ใชอธิบายการเกิดจุดกอความปนปวน รูปแบบการจําลองแบบแรกนํา
เสนอโดย Emmons (1951) หลักการคือการนําคาคุณสมบัติการไหล อาทิ ตัวประกอบสัณฐาน
สัมประสิทธิ์ความเสียดทานพื้นผิว สัมประสิทธิ์การถายเทความรอน ความเร็วเฉลี่ย ฯลฯ ของสวน
ราบเรียบสมบูรณและสวนปนปวนสมบูรณ ไปรวมเขาดวยกันแบบเชิงเสนโดยใชรูปแบบการแจก
แจงความไมตอเนื่องซึ่งไดจากสหสัมพันธเปนตัวถวงน้ําหนัก เพื่อคํานวณหาคาคุณสมบัติดังกลาว
ในชวงที่เกิดการเปลี่ยนผานตามที่ตองการ ดังนี้ 
 
1( ) L Tφ γ φ γφ= − +  (2-5) 
 
เมื่อ φ  เปนคุณสมบัติของการไหล    ดัชนีลาง L และ T แทนสวนราบเรียบสมบูรณและสวนปนปวน 
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สมบูรณ ตามลําดับ และ γ เปนตัวประกอบความไมตอเนื่อง การจําลองแบบเชิงเสนมีขั้นตอนการ
คํานวณเริ่มจาก คํานวณหาคาคุณสมบัติการไหลของสวนราบเรียบและสวนปนปวน โดยการแกสม
การชั้นชิดผิวแบบราบเรียบและสมการชั้นชิดผิวแบบปนปวนแบบสมบูรณ ตามลําดับ จากนั้นทํา
การกําหนดตําแหนงที่ความเปลี่ยนผานเริ่มเกิด ขั้นตอนสุดทายคือ ทําการคํานวณหาคาคุณสมบัติ
การไหลในชวงเปลี่ยนผานโดยใชสมการที่ (2-5) ตัวอยางการประยุกตใชวิธีการนี้ ไดแก 
Dhawan and Narasimha (1958) ไดทํานายความเร็วเฉลี่ยและสัมประสิทธิ์ความเสียด
ทานพื้นผิวในชวงเปลี่ยนผาน โดยใชรูปแบบการเติบโตของจุดกอความปนปวนและรูปแบบการ
แจกแจงความไมตอเนื่อง ตามสมการที่ (2-60) และ (2-68) ตามลําดับ ขอมูลผลการทดลองของ 
Narasimha (1957) ถูกใชเพื่อระบุตําแหนงจุดที่เร่ิมเกิดความเปลี่ยนผาน แบบจําลองนี้ใชไดผลดีกับ
กรณีการไหลชั้นชิดผิวแบบเปลี่ยนผานภายใตสภาวะความดันคงที่ ซ่ึงตอมามีกลุมวิจัยหลายกลุมที่
นําไปพัฒนาใชงานตอ อาทิเชน Chen and Thyson (1971), Lakshminarayana (1986), Fraser and 
Milne (1986), Dey and Narasimha (1989) เปนตน  
Arnal (1986) ใชวิธีการทํานายแบบเชิงเสนทํานายการเปลี่ยนแปลงของสัมประสิทธิ์
ความเสียดทานพื้นผิว และตัวประกอบสัณฐานของชั้นชิดผิวที่เกิดขึ้นในชวงเปลี่ยนผาน การทํานาย
ใหผลสอดคลองดีกับกรณีทดสอบ อยางไรก็ตาม รูปแบบการแจกแจงความไมตอเนื่องตามสมการที่ 
(2-72) ซ่ึง Arnal (1986) ใชเปนตัวถวงน้ําหนักในชวงความเปลี่ยนผานนั้น อยูในรูปของความหนา
โมเมนตัมซึ่งประยุกตใชงานคอนขางยากและไมสะดวก เนื่องจากความหนาโมเมนตัมไมมีความ
เกี่ยวพันอยางชัดเจนกับการเกิดจุดกอความปนปวน แบบจําลองนี้ใชงานไดผลดีชวงเกรเดียนตความ
ดันใกลเปนศูนย 
ขอดอยประการสําคัญของแบบจําลองแบบเชิงเสนคือ แบบจําลองไมสามารถทํานาย
จุดเริ่มเกิดความเปลี่ยนผานไดเอง ผูใชตองระบุตําแหนงดังกลาวโดยปอนใหกับสหสัมพันธความไม
ตอเนื่องโดยตรง เพื่อใชแจกแจงรูปแบบความไมตอเนื่องที่เกิดขึ้นในชวงเปลี่ยนผาน รูปแบบการ
แจกแจงความไมตอเนื่องในยุคตนนั้น พัฒนาขึ้นบนสมมุติฐานที่วา ความไมตอเนื่องไมแปรผันตาม
เกรเดียนตความดันที่เปลี่ยนไป ซ่ึงในภายหลังพบวา ขอสมมุติฐานนี้ใชไดผลดีกับกรณีการไหลที่มี
เกรเดียนตความดันชวงใกลศูนยเทานั้น  
2.6.2 การจําลองแบบพีชคณิต 
การจําลองแบบพีชคณิตใชกลยุทธการจัดการกับพจนในสมการควบคุมโดยตรง โดย
ฟงกชันของความไมตอเนื่องจะถูกใชเปนตัวควบคุมบทบาทของพจนที่ตองการ เพื่อปรับใหพจนดัง
กลาวแสดงบทบาทที่เหมาะสมกับชวงการเปลี่ยนผาน ซ่ึงแตกตางจากการจําลองแบบเชิงเสนที่ใช
การเฉลี่ยคาคุณสมบัติการไหลโดยตรง โดยสวนใหญแลว การจําลองแบบพีชคณิตจะเขาจัดการพจน 
ความเคนเรยโนลดโดยดําเนินการผานทางพจนความหนืดเปลี่ยนผาน µ ดังนี้ 
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Tµ µ γµ= +  (2-6) 
 
เมื่อ µT เปนความหนืดปนปวนสมบูรณ สวนรูปแบบการแจกแจงความไมตอเนื่อง γ ไดจากสห
สัมพันธแบบตาง ๆ ในตารางที่ 2.2 ตัวอยางการใชวิธีการจําลองเชิงพีชคณิต ไดแก  
Michel, Coustals, and Arnal (1985) ใชการแจกแจงความไมตอเนื่องในรูปฟงกชัน
ของความหนาโมเมนตัม (สมการที่ (2-71)) ถวงน้ําหนักพจนความเคนเรยโนลดในสมการการไหล
เฉลี่ย เพื่อใหแสดงบทบาทอยางเหมาะสมในชวงการเปลี่ยนผาน แบบจําลองนี้ใหผลการทํานายการ
เปลี่ยนแปลงของตัวประกอบสัญฐานที่คอนขางชา และทํานายคาสัมประสิทธิ์ความเสียดทานไดต่ํา
กวาความเปนจริงในชวงทายของการเปลี่ยนผาน จึงเปนเหตุใหการแจกแจงความไมตอเนื่องที่ใชใน
แบบจําลองนี้ถูกออกแบบใหมีคามากกวา 1 ในชวงดังกลาว เพื่อปรับใหผลการทํานายสอดคลองกับ
ความเปนจริง 
Krishnamoorthy (1986) ใชรูปแบบการแจกแจงความไมตอเนื่องของ Dhawan and 
Narasimha (1958) ทํานายการถายเทความรอนที่เกิดขึ้นบนใบจักรกังหัน ผลการทํานายพบวาได
อัตราการถายเทความรอนมีสูงกวาความเปนจริง ทั้งในชวงเปลี่ยนผานและชวงปนปวนสมบูรณ 
นอกจากนี้ แบบจําลองนี้ยังไดรับการปรับปรุงเพื่อใชสามารถใชทํานายความเปลี่ยนผานที่เกิดขึ้นใน
ชวงที่กระแสอิสระปนปวนมีความเขมสงู โดยนําพจนความหนืดที่เกิดจากอิทธิพลของกระแสอิสระ
ปนปวน µP มารวมเขาไว ดังนี้ 
 
T Pµ µ γµ µ= + +  (2-7) 
 
นอกจากนี้ Krishnamoorthy (1986) ยังไดนําผลกระทบของความดันในรูปของพารามิเตอรความเรง 
Kt มาผนวกเขากับพารามิเตอรของ Dhawan and Narasimha (1958) เพื่อใชอธิบายความยาวของชวง
เปลี่ยนผาน ดังนี้ 
 
0.8 65 1 2.5 10Re Re [ ]xt tKλ = + ×  (2-8) 
 
เมื่อ Reλ เปนเลขเรยโนลดที่อิงความยาวของชวงเปลี่ยนผาน Rext เปนเลขเรยโนลดที่ตําแหนงเริ่มเกิด
ความเปลี่ยนผาน   และ Kt เปนพารามิเตอรเกรเดียนตความดันที่ตําแหนงจุดเริ่มเกิดความเปลี่ยนผาน 
จากการทดสอบพบวา แบบจําลองใหผลการทํานายสอดคลองกับขอมูลอางอิงในบางกรณี 
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Baek, Chung and Lim (2001) ไดใชกลยุทธการจําลองพฤติกรรมความเปลี่ยนผาน 
โดยแบงชวงการจําลองพฤติกรรมความเคนเรยโนลดออกเปน 3 สวน คือ ชวงกอนการเปลี่ยนผาน 
ชวงการเปลี่ยนผาน และชวงหลังการเปลี่ยนผาน โดยใชรูปแบบการแจกแจงความไมตอเนื่องในรูป
ของฟงกชันดังนี้ 
 
( , ) ( ) ( )x y x yγ γ γ= ⋅  (2-9) 
 
เมื่อ γ(x) และ γ(y) เปนการแจกแจงความไมตอเนื่องในทิศทางตามกระแส และทิศทางขวางกระแส 
ตามลําดับ พจนดังกลาวถูกนําไปจําลองความหนืดในชวงกอนการเปลี่ยนผาน µPTR และความหนืด
ในชวงการเปลี่ยนผาน µTR ดังนี้ 
 
( ) ( )
3/ 2
1/ 2 2/PTR
k
u k yτµ µδ ε
+
∞ +
+ +
∞ ∞
=        (2-10) 
 
1( )TR x mix T x PTRfµ γ µ γ µ= + −        (2-11) 
   
เมื่อ µT เปนความหนืดปนปวนสมบูรณ δ เปนความหนาชั้นชิดผิว k เปนพลังงานจลนปนปวน ε  
เปนอัตราการสลายพลังงานจลนปนปวน uτ เปนความเร็วเสียดทาน และ fmix เปนพารามิเตอรการ
ผสมสัมพัทธของจุดกอความปนปวน สวนตัวหอย ∞ แทนตําแหนงที่ผิวอิสระ การจําลองใชรูปแบบ
การแจกแจงความไมตอเนื่องของ Gostelow, Blunden and Walker (1994) ใชเกณฑจุดเริ่มเกิดความ
เปลี่ยนผานของ Mayle (1991) ประยุกตเขากับแบบจําลองความปนปวนของ Nagano and Tagawa 
(1990) และ Yang and Shih (1993) เพื่อใชทํานายความเปลี่ยนผานบนแผนเรียบภายใตอิทธิพลของ
กระแสอิสระปนปวนและเกรเดียนตความดันเปนศูนย ซ่ึงพบวาการจําลองใหผลสอดคลองดีกับผล
การทดลอง แตอยางไรก็ตาม แบบจําลองนี้มีการปรับแตงคาตาง ๆ มากมาย   จนดูเหมือนเปนการจง
ใจบังคับใหไดผลการทํานายที่สอดคลอง นอกจากนี้ยังมีการนําตัวแปรในรูปแบบชั้นผิวยอย (อาทิ
เชน k+, ε+ เปนตน) รวมในการจําลองพจนความหนืด ซ่ึงกอความยุงยากในการนําไปประยุกตใชงาน
คอนขางมาก 
2.6.3 การจําลองแบบอนุพันธยอย 
แมการจําลองแบบเชิงเสนและแบบพีชคณิตจะสามารถทํานายผลไดเปนที่นาพอใจใน
หลายกรณี แตหากพิจารณาคุณลักษณะของการจําลองทั้งสองแบบดังกลาวอยางถี่ถวนแลวจะพบวา 
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การจําลองทั้งสองแบบถูกพัฒนาขึ้นเพื่อการใชงานหรือเพื่อการทดสอบอยางจําเพาะเจาะจง จนอาจ
มีการตั้งประเด็นขอสงสัยวา การจําลองทั้งสองแบบจะสามารถใชไดผลดีกับปญหาความเปลี่ยนผาน
ในรูปแบบอื่นหรือไม และมีความเรียบงายในการประยุกตใชงานมากนอยเพียงใด ทั้งสองคําถามดัง
กลาวนี้แมจะยังไมมีขอสรุปชี้ชัดออกมา แตหากพิจารณาจากธรรมชาติของการจําลองการไหลแลวก็
มักจะพบเสมอวา ความจําเพาะเจาะจงในรูปแบบมักนําไปสูขอจํากัดและความยุงยากในการ
ประยุกตใชงานโดยปริยายเสมอ ซ่ึงนาจะพอใชเปนเหตุผลเพื่ออนุมานวา การจําลองทั้งสองรูปแบบ
ดังกลาวยังมีความเหมาะสมไมเพียงพอที่จะนําไปประยุกตใชกับงานทางวิศวกรรม ซ่ึงตองการความ
หลากหลายและเรียบงายในการใชงาน ดวยเหตุนี้ การพัฒนารูปแบบการจําลองความเปลี่ยนผานโดย
สรางเปนสมการสงถาย จึงนาจะเปนทางออกที่ดีที่สามารถจัดการกับขอจํากัดดังกลาวได ชวยสราง
คุณลักษณะความเปนนัยทั่วไปใหกับการจําลองไดมากขึ้น การประยุกตใชงานทําไดอยางกวางขวาง
มากขึ้น  
การจําลองความเปลี่ยนผานแบบอนุพันธยอยในยุคแรกนั้น สมการสงถายสําหรับ
ความเปลี่ยนผานมักถูกสังเคราะหขึ้นจากสหสัมพันธความไมตอเนื่องของ Dhawan and Narasimha 
(1985) ซ่ึงในชวงตอมาก็ยังคงถูกใชเปนรากฐานสําคัญในการพัฒนาแบบจําลองความเปลี่ยนผานอีก
หลายแบบ เชน Steelant and Dick (1996, 2001), Suzen and Huang (2000), Lodefier, Merci, De 
Langhe and Dick (2005) เปนตน สําหรับการไหลชั้นชิดผิวภายใตผลกระทบของเกรเดียนตความดัน
เปนศูนย รูปแบบการแจกแจงความไมตอเนื่องตามสหสัมพันธของ Dhawan and Narasimha (1985) 
สามารถนําไปสังเคราะหสรางเปนสมการสงถายไดดังนี้ 
 
21( ) exp ( )tx A x xγ ⎡ ⎤= − − −⎣ ⎦         (2-12) 
 
เมื่อ 2ˆ ( / )A n Uσ ν=  และ nˆ  เปนอัตราการผลิตจุดกอความปนปวนในรูปไรมิติ σ เปนพารามิเตอร
การแผกระจายของจุดกอความปนปวน หากกําหนดให f(γ)=A(x-xt)2 เปนฟงกชันการแตกตัวของจุด
กอความปนปวน สมการที่ (2-12) สามารถจัดรูปใหมไดดังนี้ 
 
1( ) ln( )f γ γ= − −          (2-13) 
 
หากนําฟงกชัน f(γ) ไปแสดงผลกราฟเทียบกับพิกัด x จะไดความสัมพันธที่แสดงถึงความเขมขน
ของการแตกตัวที่เกิดขึ้นในชวงกระบวนการเปลี่ยนผาน โดยที่จุด xs เปนจุดเริ่มเกิดการแตกตัวซ่ึงมัก
กําหนดใหเกิดขึ้นที่ γ=1% จุด xt เปนจุดเริ่มเกิดการเปลี่ยนผานซึ่งกําหนดไวที่ γ=2.5% สวนจุด xl 
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เปนจุดเริ่มตนที่การแตกตัวเปนแบบเชิงเสนซึ่งมักเกิดขึ้นที่ γ=20% ที่เปนแบบเชิงเสนตรง จากรูปจะ
เห็นไดวา ความเขมขนของการแตกตัวมีลักษณะการแจกแจงแบบเชิงเสนตรง ดังแสดงดวยเสนทึบ
ในรูปที่ 2.5 ซ่ึงในภายหลังไดมีการพิสูจนยืนยันวา   รูปแบบการแจกแจงลักษณะดังกลาวจะใหความ 
สอดคลองเฉพาะกับกรณีการเปลี่ยนผานแบบธรรมชาติที่มีเกรเดียนตความดันเปนศูนยเทานั้น   
 
 
 
รูปที่ 2.5 ลักษณะการแจกแจงการแตกตัวของจุดกอความปนปวน 
 
การแตกตัวในรูปแบบจริงนั้นมีลักษณะการแจกแจงเปนไปตามเสนโคงประ (ดูรูปที่ 
2.5) (Maley, 1991; Gostelow and Walker, 1991) ดังนั้น การกําหนดใหการแจกแจงมีรูปแบบเปน
แบบเสนตรงจึงไมสมจริงเทาใดนัก ภายหลังรูปแบบการแจกแจงความเขมของการแตกตัวจึงไดถูก
ปรับใหสมจริงมากขึ้น โดยปรับใชฟงกชันรูปแบบตาง ๆ ซ่ึงสวนใหญมักนิยมปรับใหมีการแจกแจง
ในรูปแบบเกาสเซียน ซ่ึงทําไดดังนี้ 
 
22 2 1( )exp ( ) ( )( )t t t
d A x x A x x A x x
dx
γ γ⎡ ⎤= − − − = − −⎣ ⎦     (2-14) 
 
1
2
1
( ) ( )
( ) t
d A x x x
dx
γ βγ = − =−        (2-15) 
 
1
1
( )
( )
d x dxγ βγ =−∫ ∫         (2-16) 
 
1ln( ) ( )x dxγ β− = −∫         (2-17) 
 
 
f(γ) 
x 
    γ=20% 
     γ=2.5% 
  xs   xt  xl 
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 ( )1 exp ( )x dxγ β= − −∫         (2-18) 
 
เมื่อ β(x) เปนฟงกชันการแตกตัว ซ่ึงหากกําหนดใหอยูในรูปของฟงกชัน f(x) จะไดเปน 
  
2( ) ( )x dx f xβ =∫          (2-19) 
 
ดังนั้นจึงไดวา 
 
2( ) ( )d dx dx f x
dx dx
β =∫         (2-20) 
 
2( ) ( ) ( )x f x f xβ ′=          (2-21) 
 
1
2
1
( ) ( )
( )
d f x f x
dx
γ
γ ′=−         (2-22) 
 
2 1( ) ( ) ( )d f x f x
dx
γ γ ′= −         (2-23) 
 
ความสมจริงของการจําลองความเปลี่ยนผานคือ การสรางรูปแบบฟงกชัน f(x) ที่สามารถจําลองรูป
แบบการแตกตัวใหได ซ่ึงโดยทั่วไปมักเขียนใหอยูในรูปฟงกชันตรรกะ ดังนี้ 
 
4 3 2
3( )
ax bx cx dx ef x
gx h
′ ′ ′ ′+ + + += ′ +        (2-24) 
 
เมื่อ x′=x-xt โดยที่ xt เปนตําแหนงที่เร่ิมเกิดความเปลี่ยนผาน สําหรับกรณีการไหลแบบไมขนาน 
สามารถตั้งสมมุติฐานไดวาการเปลี่ยนแปลงของความไมตอเนื่องตามสมการที่ (2-23) นั้น ใหความ
สมจริงและสอดคลองกับการเปลี่ยนแปลงไปตามเสนการไหลเชนกัน ดังนั้น จึงสามารถเขียนการ
เปลี่ยนแปลงไดในรูป 
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1( ) ( )s s
du s u
ds
γρ γ β ρ= −v v         (2-25) 
 
เมื่อ suv  เปนเวคเตอรความเร็วในทิศทางตามเสนการไหล และ s เปนพิกัดตามเสนการไหล ซ่ึง
สามารถเปลี่ยนใหอยูในรูปพิกัดฉาก (x, y) ไดดังนี้ 
 
1( ) ( )j
j
u s U
x
ρ γ γ β ρ∂ = −∂         (2-26) 
 
เมื่อ U=(u2+v2)1/2 เปนขนาดความเร็วเฉพาะที่ ตัวอยางแบบจําลองเชิงอนุพันธยอย ไดแก แบบจําลอง 
Steelant and Dick (1996), Steelant and Dick (2001), Susen and Huang (2000), Lodefier, Merci, 
De Langhe and Dick (2005), Menter, Esch and Kubacki (2002) เปนตน ซ่ึงรายละเอียดของแบบ
จําลองที่ยกตัวอยางเปนดังตอไปนี้ 
Steelant and Dick (1996) สังเคราะหแบบจําลองจากสหสัมพันธของ Dhawan and 
Narasimha (1985) ในรูปสมการสงถายสําหรับความไมตอเนื่อง γ  ดังนี้ 
 
j
j
u
P
x γ
ρ γ∂ =∂           (2-27) 
 
พจนการผลิต Pγ  มีรูปแบบเปนดังนี้ 
 
1( )P Uγ γ βρ= −          (2-28) 
 
2 1ˆ ln( )Uf nγβ σ γν
∞= − −        (2-29) 
 
เมื่อ β เปนฟงกชันการแตกตัว U เปนขนาดความเร็วเฉพาะที่ และ fγ  เปนพารามิเตอรการแตกตัว ซ่ึง
ถูกใชเพื่อปรับใหการแตกตัวของจุดกอความปนปวนมีการแจกแจงในรูปแบบเกาสเซียน ซ่ึงจะชวย
ใหไดความสมจริงมากขึ้น โดยเฉพาะกับกรณีความเปลี่ยนผานแบบขามขั้น การจําลองถูกนําไป
ประยุกตเขากับแบบจําลองความปนปวนของ Yang and Shih (1993) เพื่อใชทํานายความเปลี่ยนผาน
ภายใตผลกระทบของเกรเดียนตความดัน สหสัมพันธของ Mayle (1991) ถูกใชเปนเกณฑในการ
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ระบุตําแหนงจุดที่เร่ิมเกิดความเปลี่ยนผาน ขอดอยของแบบจําลองนี้คือ แบบจําลองใชการคํานวณ
ในรูปแบบภาวะเฉลี่ยซ่ึงมีความยุงยากตอการประยุกตใชงาน การสรางแบบจําลองโดยสังเคราะห
ขึ้นจากสหสัมพันธของ Dhawan and Narasimha (1958) สงผลใหแบบจําลองสรางการแจกแจงความ
ไมตอเนื่องไดเฉพาะในทิศทางตามกระแส และเหมาะสมที่จะใชกับการไหลภายใตผลกระทบของ
เกรเดียนตความดันเปนศูนยเทานั้น 
Steelant and Dick (2001) นําอิทธิพลของกระแสอิสระปนปวนซึ่งอยูในรูปกระแส
หมุนวนปนปวนมาผนวกเขากับการจําลอง อิทธิพลของกระแสหมุนวนจะเกิดขึ้นในชั้นกระแส
อิสระชวงกอนเปลี่ยนผานหรือชวงราบเรียบเทียม จากนั้นจะกระจายเขาสูภายในชั้นชิดผิวในโดย
การแพรและการสั่นของความดัน (Mayle, 1991) กอใหเกิดพฤติกรรมความไมตอเนื่องขึ้นในชั้น
กระแสอิสระ ซ่ึงสงผลกระทบเปนอยางมากตอการเกิดความเปลี่ยนผานแบบขามขั้น นอกจากนี้ การ
เกิดขึ้นของพฤติกรรมดังกลาวยังไดรับการยืนยันจากการทดลองของ Gostelow and Blunden (1989) 
อีกดวย ดวยแนวคิดดังกลาวนี้ ความไมตอเนื่องที่เกิดขึ้นในกระแสการไหลจึงมาจากสองสวนหลัก
คือ ความไมตอเนื่องที่เกิดจากกระแสอิสระปนปวน (ในรูปตัวประกอบกระแสอิสระ ζ เปนสัดสวน
ของเวลาที่กระแสหมุนวนปนปวนแพรเขาสูช้ันชิดผิวราบเรียบ) และความไมตอเนื่องที่เกิดจากจุด
กอความปนปวน (ในรูปตัวประกอบความไมตอเนื่อง γ เปนสัดสวนของเวลาที่การไหลแสดงพฤติ
กรรมปนปวน) เมื่อนํามารวมเขาดวยกันจะไดตัวประกอบถวงน้ําหนักความปนปวน τ  ดังนี้ 
 
( , ) ( , ) ( , )x y x y x yτ γ ζ= +         (2-30) 
    
สมการสงถายสําหรับตัวประกอบถวงน้ําหนักความปนปวน τ มีรูปดังนี้ 
 
3 2
j
j j j
u U UP C
x U n n x xτ τ τ
ρ τ τ τµ µ
∞
⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂= − + ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
     (2-31) 
 
โดย µτ  เปนสัมประสิทธิ์การแพร C3 เปนคาคงที่ของแบบจําลอง พจนการผลิต Pτ  มีรูปดังนี้ 
  
1( )P Uτ τ βρ= −          (2-32) 
 
2 1ˆ ln( )Uf nτβ σ τν
∞= − −        (2-33) 
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เมื่อ β  และ fτ  เปนฟงกชันและพารามิเตอรการแตกตัว ตามลําดับ U เปนขนาดความเร็วเฉพาะที่ 
และ U∞ เปนขนาดความเร็วที่ผิวอิสระ แบบจําลองนี้ยังคงใชการคํานวณในรูปแบบภาวะเฉลี่ย การ
นําอิทธิพลความไมตอเนื่องของกระแสอิสระผนวกเขาในการจําลอง ชวยใหไดความสมจริงของการ
จําลองพฤติกรรมการไหลมากขึ้น ทั้งนี้เพราะมีการแจกแจงความไมตอเนื่องในทิศขวางกระแสดวย 
นอกจากนี้ ยังชวยใหแบบจําลองสามารถสรางภาวะความปนปวนใหเกิดขึ้นไดในชั้นกระแสอิสระ
ตั้งแตตน แบบจําลองถูกนําไปใชทํานายชั้นชิดผิวการไหลบนแผนเรียบ และการไหลผานใบกังหัน 
เพื่อศึกษาผลกระทบของเลขมัค ระดับของความปนปวน และเลขเรยโนลด ที่มีผลกระทบตอการการ
ถายเทความรอนในชวงเปลี่ยนผาน ซ่ึงพบวาใหผลการทํานายที่มีความคลองดีกับผลการทดลอง 
Suzen and Huang (2000) นําแบบจําลองของ Cho and Chung (1992) ซ่ึงถูกพัฒนา
ขึ้นเพื่อใชจําลองความไมตอเนื่องที่เกิดจากอิทธิพลของกระแสอิสระ (ความไมตอเนื่องในทิศทาง
ขวางกระแส) ไปรวมเขากับแบบจําลองของ Steelant and Dick (1996) ซ่ึงถูกพัฒนาขึ้นเพื่อใชจําลอง
ความไมตอเนื่องที่เกิดจากอิทธิพลของจุดกอความปนปวน (ความไมตอเนื่องในทิศทางตามกระแส) 
โดยใชฟงกชันผสม F เปนตัวถวงน้ําหนักระหวางพจนการผลิตของแบบจําลองทั้งคู สมการสงถาย
สําหรับความไมตอเนื่อง γ  มีรูปแบบเปนดังนี้ 
 
3/ 2
0 1 21 1( ) ( )2 ( ) ( )
j k i i
j j j
u P u ukF C U f s f s F C C
x k k U x x
ρ γ γγ ρ γ γρ ω
⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂ ∂′= − − ⋅ + −⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
 
          
2
3 1( )( )l t t
j j j j
kC
k x x x xγ γ
γ γ γρ γ γσ µ σ µω
⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂+ + − +⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦
   (2-34) 
 
เมื่อ C0, C1, C2, C3, σγl และ σγt เปนคาคงที่ของแบบจําลอง k เปนพลังงานจลนปนปวน ω เปนอัตรา
การสลายพลังงานจลนปนปวนจําเพาะ U เปนขนาดความเร็วเฉพาะที่ Pk เปนพจนการผลิต และ f(s) 
เปนฟงกชันแจกแจงการแตกตัว ซ่ึงรับการปรับปรุงใหมใหอยูในรูปฟงกชันของพิกัดเสนการไหล 
โดยฟงกชัน F และ f(s) ซ่ึงมีรูปตามลําดับดังนี้ 
 
0.1 0.3200
/tanh
(1 )
kF νγ
⎡ ⎤Ω= ⎢ ⎥−⎣ ⎦
        (2-35) 
 
4 3 2
3( )
as bs cs ds ef s
gs h
′ ′ ′ ′+ + + += ′ +        (2-36) 
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เมื่อ a, b, c, d, e, g และ h เปนสัมประสิทธิ์ของฟงกชัน และ s′=s-st โดยที่ s เปนพิกัดเสนการไหล 
และ st เปนตําแหนงของจุดเริ่มเกิดความเปลี่ยนผาน ซ่ึงตรวจสอบไดจากสหสัมพันธสําหรับจุดเริ่ม
เกิดความเปลี่ยนผานในรูปของเลขเรยโนลดความหนาโมเมนตัมการเปลี่ยนผาน Reθt ดังนี้ 
 
2 / 3 5
,120 150 4 0.3 10Re ( )coth ( )t t tTu Kθ
−
∞ ⎡ ⎤= + −⎣ ⎦      (2-37) 
 
เมื่อ Tu∞,t เปนความเขมของกระแสอิสระปนปวนที่ตําแหนงเริ่มเกิดความเปลี่ยนผาน และ Kt เปน
พารามิเตอรความเรงที่ตําแหนงเริ่มเกิดความเปลี่ยนผาน แบบจําลองนี้ถูกนําไปประยุกตรวมกับแบบ
จําลองความปนปวน SST ของ Menter (1990) โดยพจนความหนืดปนปวน µt ในสมการการไหล
เฉลี่ย (สมการสงถายโมเมนตัม) ถูกคูณดวยตัวประกอบความไมตอเนื่อง ดังนี้ 
 
t tµ γµ=%           (2-38) 
 
แบบจําลองนี้ถูกนําไปทดสอบกับการไหลบนแผนเรียบ ภายใตผลกระทบของกระแสอิสระปนปวน  
จาการทดสอบพบวา แบบจําลองใหผลการทํานายที่สอดคลองดีกับกรณีการไหลที่มีระดับความปน
ปวนของกระแสอิสระปานกลาง (Tu≈3%) สวนในกรณีที่ระดับความปนปวนของกระแสอิสระสูง 
แบบจําลองใหผลการทํานายตําแหนงที่เกิดความเปลี่ยนผานไดลาชา และทํานายความยาวของชวง
การเปลี่ยนผานไดส้ันเกินไป  
ขอดอยของแบบจําลองนี้คือ การประสานแบบจําลองของ Cho and Chung (1992) เขา
กับแบบจําลองของ Steelant and Dick (1996) ดูไมสมเหตุสมผลเทาใดนัก เพราะแบบจําลองของ 
Cho and Chung (1992) ถูกพัฒนาขึ้นใชกับการไหลแบบไรความเฉือน ไมมีความเกี่ยวของอันใดกับ
การไหลแบบเปลี่ยนผาน ในการคํานวณหาคาความไมตอเนื่องในแบบจําลองนี้ จําเปนตองแกสม
การสงถายสําหรับเสนการไหลเพิ่มเติมอีกหนึ่งสมการ เพื่อใชในการคํานวณหาฟงกชันแจกแจงการ
แตกตัว f(s) แบบจําลองนี้ไมคํานึงถึงอิทธิพลของความไมตอเนื่องที่เกิดจากกระแสอิสระในชวง
กอนการเปลี่ยนผาน ดังนั้น แบบจําลองจึงไมสามารถสรางภาวะความปนปวนใหเกิดขึ้นไดแตตน 
ผลการทํานายที่ไดจากแบบจําลองจึงมีความราบเรียบคอนขางยาวในชวงตน 
Lodefier, Merci, De Langh, and Dick (2005) นําแบบจําลองของ Pecnick, Sanz, 
Gehrer and Woisetschlager (2003) ผนวกเขากับแนวคิดของ Steelant and Dick (2001) โดยแยกอิทธิ
พลของความไมตอเนื่องที่สงผลกระทบตอความเปลี่ยนผานออกเปน 2 สวน คือ อิทธิพลของความ
ไมตอเนื่องที่เกิดจากกระแสอิสระในรูปของกระแสหมุนวนปนปวน และอิทธิพลของความไมตอ
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เนื่องที่เกิดจากจุดกอความปนปวน ซ่ึงเกิดขึ้นที่บริเวณใกลผนัง นํามาสรางเปนสมการสงถายสําหรับ
ความไมตอเนื่องสองสมการ คือ สมการสําหรับความไมตอเนื่องที่กระแสอิสระ และสมการสําหรับ
ความไมตอเนื่องที่ใกลผนัง ดังนี้ 
 
3 2
j t
j j j
u U UC
x U n n x xζ ζ
ρ ζ µζ ζµ µ σ∞
⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂= − + +⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
    (2-39) 
 
j t
j j j
u
P
x x xγ γ
ρ γ µ γµ σ
⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂ ∂= + +⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
       (2-40) 
 
เมื่อ µζ เปนสัมประสิทธิ์การแพร พจน C3, σζ และ σγ เปนคาคงที่ของแบบจําลอง U เปนขนาดของ
ความเร็วเฉพาะที่ และ U∞ เปนขนาดความเร็วที่ผิวอิสระ แบบจําลองนี้พัฒนาขึ้นเพื่อใชในการ
ทํานายความเปลี่ยนผานแบบไมคงตัว โดยใชฟงกชันการเริ่มตน Fs เปนตัวควบคุมภาวะความไมคง
ตัวของพฤติกรรมความเปลี่ยนผาน พจนการผลิต Pγ ถูกปรับปรุงโดยรวมผลกระทบของความเร็ว
กระแสอิสระเขาไว ดังนี้  
 
[ ]2 1 1 2( ) ln( ) ( )( )s sP U F Uf U Fγ τβ τ γ ρ ∞ ∞= − − − ⋅ + − −     (2-41) 
 
เมื่อ β เปนฟงกชันการแตกตัว และ fτ เปนฟงกชันการหนวง แบบจําลองถูกนําไปประยุกตรวมเขา
กับแบบจําลองความปนปวน SST ของ Menter (1991) โดยพจนความหนืดปนปวนในสมการการ
ไหลเฉลี่ย จะถูกคูณดวยตัวประกอบถวงน้ําหนักความปนปวน τ (เมื่อ τ=ζ+γ) สวนพจนการผลิต 
Pk/ω ในสมการพลังงานจลนปนปวน k และในสมการอัตราการสลายตัวจําเพาะ ω จะถูกคูณดวย
ฟงกชันของตัวประกอบถวงน้ําหนักความปนปวน ดังนี้ 
 
t tµ τµ=%           (2-42) 
 
( ){ }/ /1 0.1( ) max / ;k t kP Pω ωτ τ µ µ⎡ ⎤= + − ⎣ ⎦%       (2-43) 
 
แบบจําลองถูกนําไปทดสอบกับการไหลผานใบจักรกังหันความดันต่ํา  ซ่ึงกระแสการไหลมีการแยก  
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ตัวภายใตผลกระทบของกระแสอิสระปนปวน กอใหเกิดความเปลี่ยนผานในสภาวะไมคงตัวขึ้น 
แบบจําลองสามารถทํานายพฤติกรรมไดคอนขางสมจริง แตประยุกตใชไดคอนขางจํากัด กลาวคือ 
การกําหนดฟงกชัน Fs เปนไปอยางจําเพาะเจาะจงเปนรายกรณีไป แบบจําลองประกอบดวยพจนที่
ลอแหลมตอความไรเสถียรภาพของการคํานวณ จึงสงผลใหการคํานวณขาดเสถียรภาพไดงาย  
Menter, Esch and Kubacki (2002) พัฒนาแบบจําลองความเปลี่ยนผานโดยมุงใชงาน
ไดกับวิธีพลศาสตรของไหลเชิงคํานวณสมัยใหม ซ่ึงมีการใชกริดแบบไรโครงสรางและการคํานวณ
แบบขนาน แบบจําลองจึงถูกพัฒนาบนหลักการตัวแปรเฉพาะที่ โดยไดสรางตัวแปรไรมิติสําหรับ
โพรไฟลช้ันชิดผิว โพรไฟลดังกลาวจะแปรตามความหนาโมเมนตัมอยางมีนัย ซ่ึงสามารถเชื่อมโยง
ไปถึงตําแหนงที่ความเปลี่ยนผานเริ่มเกิดได หลักการดังกลาวถูกนําไปสรางสมการสงถายสําหรับ
ความไมตอเนื่องแบบนัยทั่วไป f ในรูปดังนี้ 
 
j t
f f
j j f j
u f fP E
x x x
ρ µµ σ
⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂ ∂= − + +⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
      (2-44) 
 
โดยที่ Pf และ Ef เปนพจนการกอตัวและพจนการสลายตัว ตามลําดับ σf เปนคาคงที่ของแบบจําลอง 
หัวใจสําคัญของแบบจําลองนี้คือ การสรางตัวแปรไรมิติ ξ1 และ ξ2 ในรูปของตัวแปรเฉพาะที่เพื่อใช
เชื่อมโยงกับตําแหนงจุดเริ่มการเกิดความเปลี่ยนผาน ซ่ึงรูปแบบของพารามิเตอรทั้งคูเปนดังนี้  
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ρξ µ= =        (2-45) 
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เมื่อ y เปนระยะตั้งฉากกับผนังที่ใกลที่สุด และ S เปนขนาดของอัตราความเครียด ตัวแปรไรมิติดัง
กลาวถูกสเกลดวยเลขเรยโนลดความหนาโมเมนตัมคาวิกฤติ Reθc ที่ไดจากสหสัมพันธ ความเปลี่ยน
ผานจะเกิด ณ ตําแหนงที่พจนทั้งสองมีคาเทากับ 1 (ตําแหนงที่ Reθ→Reθc) แบบจําลองนี้ถูกประยุกต
เขากับแบบจําลองความปนปวน SST ของ Menter (1994) ผานทางพจนการผลิตในสมการพลังงาน
จลนปนปวน ดังนี้ 
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%       (2-47) 
 
แบบจําลองนี้ถูกพัฒนาเพื่อเปนตนแบบสําหรับใชในซอฟตแวร CFX เพื่อใชจําลองความเปลี่ยนผาน 
แบบจําลองถูกนําไปทดสอบกับปญหาการไหลบนแผนเรียบที่ระดับความปนปวนของกระแสอิสระ
คาตาง ๆ  และการไหลผานใบจักรภายใตอิทธิพลของเกรเดียนตความดัน  ซ่ึงพบวาใหผลการทํานาย
ที่ไมสอดคลองกับผลการทดลองมากนัก กลาวคือ ใหผลการทํานายสัมประสิทธิ์ความเสียดทานพื้น
ผิวต่ํากวาความเปนจริง โดยเฉพาะในชวงที่เร่ิมเกิดความเปลี่ยนผาน  
Menter, Langtry, Volker and Huang (2005) พัฒนาแบบจําลอง γ-Reθ บนหลักการที่
สืบเนื่องมาจาก Menter, Esch and Kubacki (2002) คือ บนหลักการของตัวแปรเฉพาะที่ โดยอาศัย
การความสัมพันธที่สรางขึ้นในรูปเลขเรยโนลดการหมุนวน เปนตัวตรวจจับตําแหนงจุดที่เร่ิมความ
เปลี่ยนผาน แทนการใชความสัมพันธในรูปเลขเรยโนลดความหนาโมเมนตัมการเปลี่ยนผานซึ่งมี
การดําเนินการแบบไมเฉพาะที่ เพราะยึดโยงอยูกับพจนความหนาโมเมนตัมซึ่งตองอาศัยการหา
ปริพันธตามแนวตั้งฉากจากผนังถึงขอบชั้นชิดผิว แบบจําลองนี้ประกอบดวยสมการสงถายจํานวน 2 
สมการ คือ สมการสําหรับความไมตอเนื่อง และสมการสําหรับเลขเรยโนลดความหนาโมเมนตัม
การเปลี่ยนผาน ซ่ึงมีรูปสมการตามลําดับดังนี้ 
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 (2-48) 
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เมื่อพจน Pγ1, Pγ2 และ Pθt เปนพจนการกอตัว พจน Eγ1 และ Eγ2 เปนพจนการสลายตัว และ σγ  และ 
σθt เปนคาคงที่ของแบบจําลอง  
ขอเดนของแบบจําลองนี้คือ สามารถนําไปประยุกตใชในการทํานายความเปลี่ยนผาน
ที่เกิดขึ้นบนรูปทรง 3 มิติที่ซับซอนไดอยางสะดวก อาทิเชน การไหลผานลําตัวอากาศยาน การไหล
ผานใบจักรกังหัน เปนตน รายละเอียดของสมการสงถายความไมตอเนื่องของแบบจําลองที่กลาวมา
ขางตน สรุปไวในตารางที่ 2.4 สวนรายละเอียดของแบบจําลอง γ-Reθ ซ่ึงจะถูกนํามาประยุกตใชใน
ที่นี้นั้น นําเสนอไวในบทที่ 3  
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2.7 การจําลองความเปลี่ยนผานกับงานดานวิศวกรรม 
การจําลองความเปลี่ยนผานที่มักพบในงานวิศวกรรม โดยสวนใหญเปนการประยุกตใชใน
การออกแบบใบจักรของกลจักรกังหันหมุน และการออกแบบอากาศยาน เพราะพฤติกรรมการไหล
ผานระบบดังกลาวมักเกิดความเปลี่ยนผานขึ้นเสมอ ในชวงที่ผานมา การประยุกตใชมักนําเสนอใน
เชิงการทดสอบแบบจําลองในแงมุมตาง ๆ ซ่ึงมักใชปญหาอยางงายในการทดสอบ    นอกจากนี้ การ
ทดสอบมักจํากัดอยูบนเงื่อนไขของการไหลแบบ 2 มิติ อันเนื่องมาจากขอจํากัดของแบบจําลองที่
พัฒนาขึ้น การนําไปประยุกตใชกับงานวิศวกรรมจริงนั้นยังพบเห็นไดคอนขางนอย ซ่ึงตางจากการ
จําลองความปนปวนที่มีงานประยุกตใหศึกษาอยางหลากหลาย ในหัวขอนี้ จะนําเสนองานประยุกต
บางตัวอยางที่มีการนําเอาการจําลองผลกระทบของความเปลี่ยนผานมาวิเคราะหรวมในระบบ 
การไหลผานใบจักรกังหันหมุน เปนงานประยุกตที่นิยมใชศึกษาผลกระทบของพฤติ
กรรมการไหลแบบเปลี่ยนผานที่เกิดขึ้น การไหลกรณีนี้ Menter, Langtry, Likki, Suzen, Huang and 
Volker (2004) ไดแสดงใหเห็นวา สวนผิวบนของใบจักร (ดานดูด) ความเปลี่ยนผานสามารถเกิดได
ตั้งแตบริเวณหัวใบจักรอันเนื่องจากฟองกระแสแยกตัวขนาดเล็ก สวนผิวลางของใบจักร (ดานขับ) 
ความเปลี่ยนผานจะเริ่มเกิดบริเวณกึ่งกลางใบและทอดยาวไปถึงสวนปลายใบ ดังรูปที่ 2.6 เปนการ
ไหลผานใบจักรของเครื่องอัดไอ Zierke (PSU) ซ่ึงผลการจําลองแสดงใหเห็นวา ความเปลี่ยนผาน
เกิดขึ้นครอบคลุมบริเวณสวนใหญบนใบจักร และใหผลสอดคลองกับการทดลองเปนอยางดี 
 
   
 
รูปที่ 2.6 คอนทัวรของความเขมของความปนปวน (ซาย) และการแจกแจงสัมประสิทธิ์ความดัน 
(ขวา) กรณีการไหลผานใบจักรเครื่องอัดไอ Zierke (PSU) (Menter, Langtry, Likki,  
Suzen, Huang and Volker, 2004) 
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พฤติกรรมการไหลแบบเปลี่ยนผานบนใบจักรยังไดรับการจําลองโดยใชวิธี DNS เชน กรณี
การไหลบนใบจักร T106A ซ่ึงเปนใบจักรที่มักใชในกังหันความดันต่ํา (5×104<Re<3×105 ที่นิยาม
โดยความยาวของผิวดานดูดและความเร็วที่ทางออก) ดังแสดงในรูปที่ 2.7 พบวาพฤติกรรมแบบ
เปลี่ยนผานเกิดคลุมบริเวณกวางบนใบจักร โดยกระแสการไหลจะเกิดการแยกตัวที่บริเวณสวน
ปลายของใบดานดูด อันเนื่องมาจากผลของเกรเดียนตความดันยอนกลับ  
 
   
 
รูปที่ 2.7 คอนทัวรของVorticity (ซาย) และพลังงานจลนปนปวน (ขวา) ของการไหลผานใบจักร  
 T106A ที่ Re=51831 ซ่ึงจําลองดวยวิธี DNS (Wissink and Rodi, 2002) 
 
   
 
รูปที่ 2.8 การจําลองการไหลผานใบจักรเครื่องอัดไอ RGW แบบปนปวนสมบูรณ (ซาย) และ 
แบบเปลี่ยนผาน (กลาง)  เปรียบเทียบกับผลการทดลองของ Shulz and Galas (1988)  
(ขวา) (Langtry, Menter, Likki, Suzen, Huang and Völker, 2005) 
 
ความจําเปนที่ตองมีการจําลองความเปลี่ยนผานกรณีการไหลผานใบจักร ถูกนําเสนอผาน
รูปที่ 2.8 ซ่ึงแสดงผลการทํานายการไหลผานใบจักรเครื่องอัดไอ RGW ผลการจําลองแบบเปลี่ยน
ผานถูกนําไปวิเคราะหเทียบกับผลการทดลอง และกับผลที่ไดจากการจําลองแบบปนปวนสมบูรณ 
พบวาการจําลองแบบเปลี่ยนผานใหความสมจริงในพฤติกรรมการไหลมากกวา นอกจากนี้ การ
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จําลองความเปลี่ยนผานยังถูกนําไปประยุกตใชกับการออกแบบปกและลําตัวอากาศยาน ดังตัวอยาง
ในรูปที่ 2.9 แสดงการจําลองความเปลี่ยนผานที่เกิดขึ้นบนปกเครื่องบินรุน NACA 0012 โดยใชวิธี 
LES (Marsden, Bogey and Bailly, 2006) พบวา ความเปลี่ยนผานเกิดขึ้นบริเวณกึ่งกลางทอดไปทาง
ปลายปก 0.5<x/c<0.9 เมื่อ c เปนความยาวคอรด ซ่ึงผลที่ไดสอดคลองเปนอยางดีกับผลการทดลอง
ของ Lee and Kang (2000)  
สําหรับการจําลองการไหลผานลําตัวอากาศยาน แสดงในรูปที่ 2.10 จากรูปจะเห็นไดวา การ
จําลองแบบปนปวนสมบูรณ (รูปซาย) ใหลักษณะการแจกแจงความเสียดทานพื้นผิวที่แตกตางอยาง
ชัดเจนกับการจําลองแบบความเปลี่ยนผาน (รูปขวา) โดยแรงตานที่เกิดขึ้นในกรณีการจําลองแบบ
เปลี่ยนผานมีคานอยกวากรณีแบบปนปวนสมบูรณประมาณ 5 เปอรเซ็นต สวนแรงยกมีคาใกลเคียง
กัน (Menter, Langtry, Volker and Huang, 2005)  
 
 
 
รูปที่ 2.9 ความเปลี่ยนผานที่เกิดขึ้นบนปกเครื่องบิน NACA 0012 จําลองโดยใชวิธี LES 
   (Marsden, Bogey and Bailly, 2006) 
 
 
 
รูปที่ 2.10 คอนทัวรความเสียดทานพื้นผิวแบบปนปวนสมบูรณ (ซาย) และแบบเปลี่ยนผาน (ขวา) 
         สําหรับการไหลผานลําตัวอากาศยาน (Menter, Langtry, Volker and Huang, 2005) 
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รูปที่ 2.11 ลักษณะกายถาพของ Micro-riblet film (MRF) (ซาย) (Lee and Jang, 2005) และ  
    ภาพขยายของ Poly-vinylidene-fluoride riblet film ที่ผลิตโดย 3M (ขวา) 
 
ประโยชนของความเปลี่ยนผานถูกศึกษาอยางกวางขวางมากขึ้นในปจจุบัน จนนําไปสูการ
สรางอุปกรณบางหนึ่งที่ใชสําหรับควบคุมพฤติกรรมการไหล เชน Micro-riblet film (MRF) เปน
ฟลมที่มีลักษณะเปนแนวรองสามเหลี่ยมขนาดเล็กมากระดับไมโครเมตร ดังแสดงในรูปที่ 2.11 ฟลม
ดังกลาวจะถูกนําไปติดเคลือบบนพื้นผิว โดยหันแนวรองใหลูไปตามทิศทางการไหลที่ตองการ แนว
รองบนแผนฟลมจะชวยใหกระแสการไหลในชั้นชิดผิวไหลอยางเปนระเบียบมากขึ้น โอกาสที่จะ
เกิดการแยกตัวและความปนปวนของกระแสการไหลจึงลดลง ช้ันชิดผิวจึงยังคงความราบเรียบไวได
ยาวนานขึ้น แรงฉุดที่เกิดขึ้นบนพื้นผิวจึงลดลง ทั้งนี้เพราะชั้นชิดผิวแบบราบเรียบมีแรงเสียดทาน
พื้นผิวนอยกวาชั้นชิดผิวแบบปนปวน อยางไรก็ตาม ธรรมชาติไดเรียนรูเคล็ดลับการลดแรงเสียด
ทานดังกลาวกอนที่มนุษยจะเขาใจหลายลานป ยกตัวอยางเชน ปลาฉลามที่ไดวิวัฒนาการผิวหนังให
มีลักษณะเปนรองเล็ก ๆ เพื่อชวยลดแรงฉุดในขณะวายน้ํา มนุษยเพิ่งไดเรียนรูคุณลักษณะพิเศษของ
ผิวหนังปลาฉลามเมื่อชวงกลางป 1960 กอนที่จะนําไปศึกษาและประยุกตใชในการควบคุมการไหล
ช้ันชิดผิวปนปวน (Boiko, Grek, Dovgal and Kozlov, 2002) 
 
2.8 บทสรุป 
จากที่ไดนําเสนอมาขางตนจะเห็นไดวา พฤติกรรมความเปลี่ยนผานมีบทบาทสําคัญตอการ
ออกแบบและสมรรถนะของอุปกรณจําพวกกลจักรหมุนและอากาศยานเปนอยางมาก แตเนื่องจาก
เปนพฤติกรรมที่มีความซับซอนเปนอยางมาก ความเขาใจในเรื่องดังกลาวจึงยังอยูในระดับการวิจัย 
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การสรางแบบจําลองเพื่อใหรองรับการใชงานไดอยางกวางขวาง และใหความถูกตองสมจริงไป
พรอม ๆ กันนั้น ยังเปนสิ่งที่อยูหางไกลความเปนจริงคอนขางมากในปจจุบัน  แบบจําลองที่สรางขึ้น
สวนใหญมักมีความสามารถในการประยุกตใชงานอยางจําเพาะเจาะจง และยังมีรูปแบบที่ขาดความ
เปนนัยทั่วไปซึ่งถือเปนหัวใจสําคัญในการสรางแบบจําลอง  
จากการศึกษาผลการประยุกตใชงานแบบจําลองแบบตาง ๆ พบวา  หากมองในแงความมีนัย
ทางฟสิกสแลวจะพบวา แบบจําลอง γ-Reθ  ขาดองคประกอบอยางที่วานี้คอนขางมาก เพราะถูก
พัฒนาขึ้นบนพื้นฐานสหสัมพันธแทบทั้งหมด มิไดอิงพื้นฐานทางดานฟสิกสของความเปลี่ยนผานที่
เกิดขึ้นแตอยางใด หรืออาจกลาวอีกนัยหนึ่งไดวา แบบจําลองถูกออกแบบใหยึดโยงกับผลลัพธเปน
สําคัญ โดยไมไดคํานึงถึงวากระบวนการของการเกิดผลลัพธนั้นมีความเปนมาหรือมีนัยทางฟสิกส
อยางไร สงผลใหแบบจําลองมีรูปแบบที่คอนขางซับซอนและแตละพจนอธิบายความเชิงฟสิกสได
ยาก หากพิจารณาในแงมุมนี้ผูวิจัยคิดวา แบบจําลองของ Suzen and Huang (2000) นาจะมีความโดด
เดนที่มากกวาแบบจําลองอื่น เพราะถูกพัฒนาขึ้นจากหลักการทางฟสิกสในหลายภาคสวน (เพราะ
พัฒนาขึ้นจากแบบจําลองของ Cho and Chung (1992) และ Steelant and Dick (1996)) แตการที่แบบ
จําลองดังกลาวไมไดรวมผลกระทบของความไมตอเนื่อง ซ่ึงเกิดจากกระแสอิสระปนปวนเขาไวใน
การจําลอง จึงสงผลใหการจําลองไดพฤติกรรมการไหลเปนแบบราบเรียบในชวงกวางอยางไมสม
จริงเทาที่ควร หากสามารถผนวกผลกระทบของความไมตอเนื่องที่เกิดจากกระแสอิสระปนปวนเขา
ไวในแบบจําลองนี้ได นาจะชวยใหแบบจําลองทํานายผลไดอยางสมจริงมากขึ้น หรือในอีกมุมมอง
หนึ่งคือ หากสามารถนําผลกระทบของความไมตอเนื่องที่เกิดจากจุดกอความปนปวนไปรวมเขาไว
ในแบบจําลอง γ-Reθ  ได (แบบจําลองนี้ไมไดคํานึงถึงอิทธิพลของจุดกอความปนปวน) ก็นาจะชวย
ใหไดผลการทํานายสอดคลองกับความเปนจริงมากยิ่งขึ้น 
สําหรับในบทถัดไป (บทที่ 3) จะนําเสนอรายละเอียดของแบบจําลอง γ-Reθ  ซ่ึงมีความโดด
เดนในเรื่องของความมีนัยทั่วไปสูง พรอมกันนี้จะนําเสนอพารามิเตอรสําคัญที่ชวยใหแบบจําลองดัง
กลาวใชงานได 
 
 
 
 
 
 
 
 
  41   
ตารางที่ 2.1 สหสัมพันธสําหรับจุดเริ่มเกิดความเปลี่ยนผาน 
ผูนําเสนอ รูปแบบสหสัมพันธ   
 
Michel (1952) 
 
0.42.9Re Ret xt
U
θ
θ
ν≈ ≈                         
 
  
 (2-50)  
 
Granville (1953) 
 
60450 400Re Re ( ) mt ix e
λ
θ θ≈ + +                             
where 
21
( )
t
i
x
m
t i x
dU dx
x x dx
θλ ν= − ∫  
 
  
 (2-51)
 
 
 
Smith and Gamberori (1956) 
 
 
0.4622,4001.174 1Re Re
Ret xtxt
θ
⎛ ⎞≈ +⎜ ⎟⎝ ⎠
            
              
  
 (2-52)
 
 
Hall and Gibbings (1970) 
 
190 6.88 1.03Re exp( )t Tuθ = + −                      
    
 
 (2-53)  
 
Abu-Ghannum and Shaw (1980) 
 
163
6.91
( )Re exp ( )t
FF Tuθθ θ
λλ⎡ ⎤= + −⎢ ⎥⎣ ⎦               
   
  
 
 (2-54)  
 
Wazzan, Gazley and Smith 
(1981) 
 
10
2 3
40.4557 64.8066
26.7538 3.3819
log (Re )xt H
H H
≈ − +
− +    
 
  
 (2-55)  
 
Mayle (1991) 
 
5/8400Re t Tuθ
−= ,   0.69420Re t tTuθ −=            
                      
  
 (2-56)  
 
Suzen, Xiong and Huang (2000) 
 
2 / 3 5120 150 4 0.3 10Re ( )cot[ ( ( ))]t Tu F Kθ
−= + −     
  
 (2-57)  
 
Menter, Langtry, Likki, Suzen, 
Huang and Volker (2004) 
 
 
( ) 1.027803.73 0.6067Re ( , )t Tu F Kθ θλ−= +  
 
 
 (2-58)  
 
เมื่อ θ ความหนาโมเมนตัม 
U ขนาดของความเร็วเฉพาะที่ ((=u2+v2)1/2) 
xi ตําแหนงที่เร่ิมเกิดความไรเสถียรภาพ 
H ตัวประกอบสัณฐาน (=δ∗/θ) 
Tu ความเขมของความปนปวน (เปอรเซ็นต) 
F ฟงกชันผลกระทบเกรเดียนตความดัน 
K พารามิเตอรเกรเดียนตความดัน (=(ν/U2)(dU/dx)) 
λθ พารามิเตอรความเรง  
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ตารางที่ 2.2 พารามิเตอรการเติบโตของจุดกอความปนปวน  
ผูนําเสนอ รูปแบบพารามิเตอร   
 
Emmons (1951) 
 
2(tan ) / m rC Aσ α=  
 
  
 (2-59)  
 
Dhawan and Narasimha (1958) 
 
2 3 2 1.60.41 0.016ˆ / Re Rextn n U λσν − −= = =  
 
  
 (2-60)  
 
Chen and Thyson (1971) 
 
1.34 1200ˆ Re /xtn
−=  
 
  
 (2-61)  
 
Mayle (1991) 
 
11 7 / 41.25 10nˆ Tuσ −= ×  
 
  
 (2-62)  
 
Blair (1992) 
 
( ) 6
0.5985
[1 exp(2 10 )]2.9
3227
474 0
10 0
;ˆ
ˆ ;
K
KZPG
Tu Kn
n K
σ
σ
− ×−
−
⎧ <⎪= ⎨⎪ >⎩
 
where 11 7 / 4ˆ 1.25 10ZPGn Tuσ −= ×  
 
  
 (2-63) 
 
 
 
 
Steelant and Dick (1996) 
 
11 7 / 41.25 10ˆ Kn Tu fσ −= ×  
 
  
 (2-64)  
 
Suzen and Huang (2000) 
 
11 7 / 41.80 10nˆ Tuσ −= ×  
 
  
 (2-65)  
 
เมื่อ  nˆ   อัตราการกอตัวของจุดกอความปนปวนในรูปไรมิติ  
σ  พารามิเตอรการกระจายตัวของจุดกอความปนปวนในรูปไรมิติ  
α กึ่งมุมการแผตัวของจุดกอ 
n   ปริมาณของจุดกอความปนปวนที่เกิดขึ้นตอหนวยเวลา  
ν  สัมประสิทธิ์ความหนืดจลน 
K พารามิเตอรเกรเดียนตความดัน (=(ν/U2)(dU/dx)) 
Tu ความเขมของความปนปวน (เปอรเซ็นต) 
U ขนาดของความเร็วเฉพาะที่ ((=u2+v2)1/2) 
Cm คาคงที่ของสหสัมพันธ 
Ar อัตราสวนรูปทรงของจุดกอ 
Rext เลขเรยโนลดการไหลที่ตําแหนงเริ่มเกิดความเปลี่ยนผาน (=Uext/ν) 
Reλ เลขเรยโนลดการไหลเทียบกับความยาวชวงเปลี่ยนผาน (=Ueλ/ν) 
fk ตัวประกอบผลกระทบความดัน 
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ตารางที่ 2.3 สหสัมพันธสําหรับการแจกแจงความไมตอเนื่อง 
ผูนําเสนอ รูปแบบสหสัมพันธ   
 
Emmons (1951) 
 
3
11( ) exp
3
g xx
U
σγ
∞
⎛ ⎞= − −⎜ ⎟⎝ ⎠
 
 
 
(2-66) 
 
 
Narasimha (1957) 
 
2
21
0
( )exp ;
( )
;
t
t
t
g x x x x
x U
x x
σ
γ ∞
⎧ ⎡ ⎤−− − ≥⎪ ⎢ ⎥= ⎨ ⎣ ⎦⎪ <⎩
 
 
  
(2-67) 
 
 
 
Dhawan and Narasimha (1958) 
 
2
1
0
( )exp ;
( )
;
t
t
t
n x x x x
x U
x x
σ
γ
⎧ ⎡ ⎤−− − ≥⎪ ⎢ ⎥= ⎨ ⎣ ⎦⎪ <⎩
 
 
 
(2-68) 
 
 
 
Narasimha (1985) 
 
2
1( ) exp
Re
t
t t
x x Nx
θ
γ θ
⎡ ⎤⎛ ⎞−⎢ ⎥= − −⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
 
 
 
 (2-69) 
 
 
 
Chen and Thyson (1971) 
 
1 1
1( ) exp ( )
t t
x x
t
x x
x nr x ds ds
r U
γ ⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎪ ⎪= − − ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎩ ⎭∫ ∫  
 
  
(2-70) 
 
 
 
Michel Coustals and Arnal (1985) 
 
21 0.45 1exp( ( / )tγ θ θ= − − −  
 
  
(2-71)  
 
Arnel (1986) 
 
1 4.5 1exp( ( / ))tγ θ θ= − − −  
 
  
(2-72)  
 
Ashworth (1989) 
 
21( ) exp ( )( )
t
x
t
x
x g x x x dx
U
σγ
∞
⎛ ⎞= − − −⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠∫  
 
  
(2-73) 
 
 
 
Solomon, Walker and Gostelow 
(1989) 
 
21( ) exp tantan
t t
x x
x x
dxx g dx
U
σγ αα
⎡ ⎤⎛ ⎞= − −⎢ ⎥⎜ ⎟⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ∫  
  
(2-74) 
 
 
 
Mayle (1991) 
 
2
21 ˆ( ) exp Ret t
t
x xx n θγ σθ
⎡ ⎤⎛ ⎞−⎢ ⎥= − −⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
 
 
  
(2-75) 
 
 
Gostelow, Blunden and Walker 
(1994) 
 
21
0
ˆexp (Re Re ) ; Re Re
( )
; Re Re
x xt x xt
x xt
n
x
σγ ⎧ ⎡ ⎤− − − ≥⎪ ⎣ ⎦= ⎨ <⎪⎩
 
  
(2-76) 
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เมื่อ g อัตราการผลิตจุดกอความปนปวน 
g1 จํานวนของจุดกอความปนปวนบนระนาบตอหนวยเวลาตอหนวยพื้นที่ 
g2 จํานวนจุดกอที่กอตัวขึ้นที่ตําแหนง xt ตอหนวยเวลาตอหนวยระยะทางทิศแผขยาย 
n อัตราการกอตัวของจุดกอความปนปวน 
nˆ  อัตราการกอตัวของจุดกอความปนปวนในรูปไรมิติ (=nν2/U3) 
N พารามิเตอรไรมิติของการแตกตัว (=nσθt3/ν) 
Reθt เลขเรยโนลดความหนาโมเมนตัมการเปลี่ยนผาน (=θtU∞/ν) 
Rex เลขเรยโนลดการไหล (=U∞x/ν) 
s ความแปรปรวนของการแจกแจงแบบเกาส 
Tu ความเขมของความปนปวน (เปอรเซ็นต) 
U ขนาดของความเร็วเฉพาะที่ 
Ue ขนาดของความเร็วเฉพาะที่ตําแหนงขอบชั้นชิดผิว  
xt จุดเริ่มเกิดความเปลี่ยนผาน 
α กึ่งมุมการแผตัวของจุดกอ 
µ คาเฉลี่ยของการแจกแจงแบบเกาสเซียนสําหรับ g(x) 
σ พารามิเตอรการกระจายตัวของจุดกอแบบไรมิติ  
θ  ความหนาโมเมนตัม  
θt  ความหนาโมเมนตัมที่ตําแหนงจุดเริ่มเกิดความเปลี่ยนผาน 
r    รัศมีของวัตถุวัดจากแกนสมมาตร  
σs  สวนเบี่ยงเบนมาตรฐาน 
δ  ความหนาชั้นชิดผิวการไหล 
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ตารางที่ 2.4 รูปแบบสมการสําหรับความไมตอเนื่องของแบบจําลองความเปลี่ยนผาน 
ผูนําเสนอ รูปแบบสมการ การคํานวณ การรวมเขากับแบบจําลองความปนปวน   
 
Steelant and Dick (1996) 
 
j
j
u
P
x γ
ρ γ∂ =∂  
 
 
CANS 
 
 - 
 
(2-77)  
 
Steelant and Dick (2001)  
 
3 2
j
j j j
u U UP C
x U n n x xτ τ τ
ρ τ τ τµ µ
∞
⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂= − + ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
 
 
 
CANS 
 
 
 - 
 
(2-78)
 
 
Suzen and Huang (2000) 
 
0
3/ 2
1 2
1
1
( )2 ( ) ( )
( )j k i i
j
j j
F C U f s f s
u
P u ukF C Cx
k k U x x
ρρ γ γ γγ γρ ω
′− ⋅⎡ ⎤∂ ⎢ ⎥⎛ ⎞= − ∂ ∂⎢ ⎥+ −∂ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠⎣ ⎦
             
2
3 1( )( )l t t
j j j j
kC
k x x x xγ γ
γ γ γρ γ γσ µ σ µω
⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂+ + − +⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦
 
 
 
RANS 
 
 
t tµ γµ=%  
 
(2-79)
 
 
 
 
Menter, Esch and 
Kubacki (2002) 
 
j t
f f
j j f j
u f fP E
x x x
ρ µµ σ
⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂ ∂= − + +⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
  
 
 
RANS 
 
 
6
6
2 5 0
2 5 0 0.01 1
(max( - ; ))
(max( - ; ) )k k
fP P
f
⎡ ⎤= ⎢ ⎥− +⎣ ⎦
%   
 
(2-80)
 
 
 
Lodefier, Merci, De 
Langhe and Dick (2005) 
 
3 2
j t
j j j
u U UC
x U n n x xζ ζ
ρ ζ µζ ζµ µ σ∞
⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂= − + +⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
 
j t
j j j
u
P
x x xγ γ
ρ γ µ γµ σ
⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂ ∂= + +⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
   
  
 
RANS 
 
 
 
 
t tµ τµ=%  
/ /1 0.1( ) max ;k k
t
P Pω ω
µτ τ µ
⎧ ⎫⎡ ⎤⎛ ⎞⎪ ⎪= + − ⎢ ⎥⎨ ⎬⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭
%
 
 
(2-81)
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บทที่ 3 
แบบจําลองความเปลี่ยนผาน γ-Reθ 
 
แมแบบจําลองแบบเชิงเสนและแบบพีชคณิต จะใหผลการทํานายเปนที่นาพอใจในหลาย
กรณี แตหากพิจารณาคุณลักษณะของแบบจําลองดังกลาวแลวจะพบวา แบบจําลองทั้งสองประเภท
ถูกพัฒนาขึ้นเพื่อการใชงานอยางจําเพาะเจาะจง ดวยเหตุของความจําเพาะเจาะจงดังกลาว จึงอาจมี
การตั้งขอสงสัยวา จะยังคงใชไดผลดีกับปญหาความเปลี่ยนผานรูปแบบอื่นหรือไม และมีความเรียบ
งายในการใชงานมากนอยเพียงใด ทั้งสองคําถามดังกลาวนี้ แมจะยังไมมีผลเปรียบเทียบที่เปนขอ
สรุปที่ชัดเจนออกมา แตหากใชวิจารณญาณพิจารณาธรรมชาติของแบบจําลองแลว ก็จะพอรูไดวา 
ความจําเพาะในรูปแบบมักนําไปสูขอจํากัดและความยุงยากในการนําไปใชงานโดยปริยายเสมอ ซ่ึง
นาจะพอใชเปนเหตุผลอยางชอบธรรมเพื่ออนุมานวา แบบจําลองทั้งสองรูปแบบดังกลาวขางตน ยัง
มีความเหมาะสมไมเพียงพอในการนําไปใชกับงานทางวิศวกรรม ซ่ึงมีคุณลักษณะที่ตองการความ
หลากหลายและเรียบงายเปนที่ตั้ง ดวยเหตุนี้ แบบจําลองในรูปแบบสมการสงถาย จึงเปนทางออกที่
ดีทางหนึ่งที่สามารถจัดการกับขอจํากัดดังกลาวได ชวยใหแบบจําลองมีความเปนนัยทั่วไปและ
ประยุกตใชงานไดกวางขวางมากขึ้น อยางไรก็ตาม แมจะมีการสรางแบบจําลองในรูปแบบสมการ
สงถายในหลายรูปแบบในปจจุบัน แตสวนใหญแลวมักมีขอจํากัดบางประการซุกซอนไวเสมอเมื่อ
นําไปประยุกตใชงาน  
เนื้อหาบทนี้ จะกลาวถึงวิธีที่ใชในการทํานายความเปลี่ยนผานในปจจุบัน โดยช้ีใหเห็น
ปญหาในการประยุกตใชแบบจําลองความเปลี่ยนผานสวนใหญ ที่มักสรางขึ้นบนพื้นฐานของตัว
แปรไมเฉพาะที่ ซ่ึงกอใหเกิดขอจาํกัดในการนําไปประยุกตใชกับวิธีพลศาสตรของไหลเชิงคํานวณ
ยุคใหม ที่นิยมใชกริดแบบไรโครงสรางและการคํานวณแบบขนาน จากนั้นจะนําเสนอรายละเอียด
ของแบบจําลองหนึ่งที่ช่ือวา แบบจําลอง γ-Reθ หรือบางครั้งเรียกวาแบบจําลอง γ-θ ของคณะวิจัย 
ANSYS-CFX (Menter, Langtry, Volker and Huang, 2005) ซ่ึงพัฒนาขึ้นบนหลักการตัวแปรเฉพาะ
ที่ แบบจําลองนี้เปนแบบจําลองเดียวในปจจุบันที่ถูกนําไปพัฒนาสูการใชงานในซอฟตแวรเชิง
พาณิชยอยางเปนรูปธรรม อยางไรก็ตาม แบบจําลองนี้มีสาระสําคัญบางอยางที่ยังถูกปดเปนความ
ลับ กลาวคือ มีบางพจนในแบบจําลองที่ไมเปดเผยรูปแบบใหทราบในปจจุบัน การประยุกตใชโดย
ตรงจึงไมสามารถกระทําได จําเปนตองสรางรูปแบบความสัมพันธขึ้นใหมใหกับพจนที่ปกปดดัง
กลาว ซ่ึงรายละเอียดที่เกี่ยวพันกับสวนนี้จะถูกกลาวถึงในชวงทายของบท 
 
 47
 
3.1 การสรางคุณสมบัติแบบเฉพาะที่ใหกับแบบจําลองความเปลี่ยนผาน 
ในการทํานายความเปลี่ยนผาน อุปสรรคใหญสองประการที่มักประสบ คือ (1) การคํานวณ
มักไมคอยมีเสถียรภาพเทาที่ควร อันเนื่องมาจากสนามความเร็วและคุณสมบัติที่เกี่ยวของกับความ
เปลี่ยนผานมีคาที่เปลี่ยนไปในระหวางรอบการคํานวณซ้ํา สงผลใหตําแหนงของจุดที่เร่ิมเกิดความ
เปลี่ยนผานมีการเคลื่อนตัวไปมาไมแนนอน และ (2) การระบุตําแหนงจุดที่เร่ิมเกิดความเปลี่ยนผาน 
อาศัยการเปรียบเทียบเลขเรยโนลดความหนาโมเมนตัมที่ไดจากการคํานวณ กับเลขเรยโนลดความ
หนาโมเมนตัมการเปลี่ยนผานที่ไดจากสหสัมพนัธ การหาขนาดความหนาโมเมนตัมของชั้นชิดผิว
เพื่อใชในการคํานวณหาคาเลขเรยโนลดความหนาโมเมนตัมนั้น จําเปนตองดําเนินการปริพันธตาม
แนวตั้งฉากจากผนังขึ้นไปถึงขอบของชั้นชิดผิว ในกรณีที่การไหลมีพฤติกรรมซับซอน การนิยาม
ขอบของชั้นชิดผิวใหชัดเจนนั้นทําไดไมงายนัก (สวนมากนิยามไวที่ตําแหนง 0.99U∞(x)) โดยเฉพาะ
อยางยิ่งในกรณีที่ช้ันชิดผิวเกิดการแยกตัว หรือเกิดการไหลยอนกลับของกระแสการไหล หรือใน
กรณีของการไหลแบบสามมิติ นอกจากนี้การดําเนินการปริพันธตามแนวตั้งฉากจากผนัง ยังสงผล
ใหเกิดขอจํากัดในการประยุกตใชกับวิธีพลศาสตรของไหลเชิงคํานวณสมัยใหม ที่นิยมใชกริดแบบ
ไรโครงสราง และการคํานวณแบบขนาน การใชกริดไรโครงสรางทําใหไมสามารถสรางแนวตั้งฉาก
จากผนังถึงขอบชั้นชิดผิวได เพราะจุดกริดมีการกระจายตัวอยางไมมีแบบแผน สวนการคํานวณแบบ
ขนาน โดเมนของปญหาใหญจะถูกแบงออกเปนโดเมนยอยหลายโดเมน เพื่อสงไปคํานวณบนซีพียู
แตละเครื่อง จึงมีความเปนไปไดสูงที่ช้ันชิดผิวในแนวตั้งฉากเดียวกันจะถูกแยกออกจากกัน และถูก
สงไปคํานวณบนตางซีพียูกัน ซ่ึงหากเกิดเหตุการณเชนนี้ขึ้น การดําเนินการปริพันธของชั้นชิดผิวจะ
เกิดความยุงยากมาก หรืออาจทําไมไดเลย  
ปญหาหลักทั้งสองประการดังกลาวนั้นพบวา ขอแรกเปนปญหาในเชิงเทคนิกของระเบียบ
วิธีเชิงตัวเลข ซ่ึงสามารถแกไขไดไมยากดวยกลยุทธเชิงตัวเลขอยางใดอยางหนึ่งในปจจุบัน สวนขอ
ที่สองเปนปญหาเชิงโครงสรางของแบบจําลองที่ยังผูกติดอยูกับพิกัดหลัก ซ่ึงแกไมไดดวยกลยุทธ
เชิงตัวเลข จําเปนตองปรับแกโครงสรางของแบบจําลองใหมีความเปนอิสระตอพิกัด หรือมีคุณ
สมบัติแบบเฉพาะที่ หลักการคุณสมบัติแบบเฉพาะที่ถูกนําไปใชในการพัฒนาแบบจําลองความ
เปลี่ยนผานครั้งแรกโดย Menter, Esch and Kubacki (2002) ในรูปของตัวประกอบความไมตอเนื่อง
แบบนัยทั่วไป (รายละเอียดในบทที่ 2) จากนั้นไดถูกนําไปใชในการพัฒนาแบบจําลอง γ-Reθ ที่มี
ประสิทธิภาพมากกวา อยางไรก็ตาม แบบจําลองนี้ไมไดพัฒนาขึ้นบนหลักการฟสิกสของความ
เปลี่ยนผานแตอยางใด (ไมเหมือนกับการสรางแบบจําลองความปนปวน) แตอาศัยสหสัมพันธของ
ความเปลี่ยนผานเปนสําคัญ ซ่ึงเรียกวา แบบจําลองพื้นฐานสหสัมพันธ  
การสรางคุณสมบัติแบบเฉพาะที่ใหกับแบบจําลองความเปลี่ยนผานนั้น ทําไดโดยเชื่อมโยง
ตําแหนงที่เร่ิมเกิดความเปลี่ยนผานเขากับเลขเรยโนลดการหมุนวน Reν  แทนการใชคาเลขเรยโนลด 
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ความหนาโมเมนตัมการเปลี่ยนผาน Reθt     ซ่ึงมีขอจํากัดในเรื่องที่ตองอิงพิกัดหลัก (Van Driest and  
Blumer, 1963; Menter, Esch and Kubacki, 2002) นิยามของเลขเรยโนลดการหมุนวนเปนดังนี้  
 
2 2 2
Re y u y S y
y vν ν ν
∂ Ω= = =∂  (3-1) 
 
จากสมการที่ (3-1) จะเห็นไดวา เลขเรยโนลดการหมุนวนเปนฟงกชันของความหนืด ระยะทางถึง
ผนังที่ใกลที่สุด y และการหมุนวน Ω หรืออัตราความเครียดเฉือน S ซ่ึงทุกตัวมีคุณสมบัติแบบเฉพาะ
ที่ กลาวคือ สามารถคํานวณหาคาไดที่ทุกจุดบนโดเมนโดยไมตองอิงกับพิกัดหลัก  
การวิเคราะหเลขเรยโนลดการหมุนวนอาศัยการวิเคราะหโพรไฟลช้ันชิดผิวแบบราบเรียบ 
โดยโพรไฟลช้ันชิดผิวจะถูกสมมุติใหมีความเสมือนตามสมการ 
 
3 4 2 3 42 2 2 6 6 2( ) ( )u
U
η η η λ η η η η
∞
= − + + − + −  (3-2) 
 
เมื่อ η=y/δ เปนสัดสวนความหนาชั้นชิดผิว λ เปนพารามิเตอรเกรเดียนตความดัน และ U∞ เปน
ความเร็วกระแสอิสระ 
 
( / )U u UuS
y δ η
∞ ∞∂∂= Ω = =∂ ∂  (3-3) 
 
2
2 3 2 3 22 6 4 2 12 18 8( ) ( )UyS δ η η λ η η η ην ν
∞ ⎡ ⎤= − + + − + −⎣ ⎦  (3-4) 
 
เมื่อ δ  เปนความหนาชั้นชิดผิว จากสมการที่ (3-4) พจน y2S/ν จะมีคาเปนศูนยที่ η=0 (ผนัง) และที่ 
η=1 (ขอบชั้นชิดผิว) และจะมีคามากที่สุด (y2S/ν)max ที่ตําแหนงหนึ่งภายในชั้นชิดผิว ดังนี้ 
 
21 8 21 36 24
20 10
λ λ λη λ
− + − − += −  (3-5) 
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แทนสมการที่ (3-5) ในสมการที่ (3-4) จะได 
 
2
1 1
max
( ) Re ( )Uy S f fθ
δ δλ λν ν θ
∞⎛ ⎞ = =⎜ ⎟⎝ ⎠
 (3-6) 
 
สมการที่ (3-2) สามารถถูกสรางใหอยูในรูปของความหนาโมเมนตัม θ ไดเปน 
 
2
315
37 4 5
δ
θ λ λ= − −  (3-7) 
 
แทนสมการที่ (3-7) ลงในสมการที่ (3-6) จะได 
 
( )2
max
12
315
37 4 5
/
( )
Re
y S
f
θ
ν λλ λ= − −  (3-8) 
 
จากนิยามของพารามิเตอรความเรง K จะได 
 
2
2 1RedU dPK
U dx U dxθ
ν θ
ν ρ
−∞
∞ ∞
⎛ ⎞= = −⎜ ⎟⎝ ⎠
 (3-9) 
 
ที่บริเวณใกลผนังจะได 
 
2
2 212
wall wall
UdP d U
dx dy y
τ µ µ λ δ
∞⎛ ⎞∂ ⎛ ⎞= = = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠⎝ ⎠
 (3-10) 
 
ซ่ึงจะทําใหได 
 
2
2
212Re ( )K fθ
θλ λδ
⎛ ⎞= =⎜ ⎟⎝ ⎠  (3-11) 
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ดําเนินการปรับขอมูลเชิงตัวเลขกับสมการที่ (3-8) และ (3-11) จะได 
 
( )2 2max 202.193
3
/
Re
Re
y S
K θ
θ
ν = −  (3-12) 
 
จากการทดสอบพบวา KReθ2จะมีคานอยมากจนสามารถพิจารณาตัดทิ้งไปได ดังนั้นจึงไดวา 
 
2
,max
max
2.1932.193
Re
Rey S ν θν
⎛ ⎞ = =⎜ ⎟⎝ ⎠
 (3-13) 
 
สมการที่ (3-13) เปนความสัมพันธระหวางเลขเรยโนลดความหนาโมเมนตัม Reθ ซ่ึงเปน
คุณสมบัติไมเฉพาะที่ กับเลขเรยโนลดการหมุนวน Reν ซ่ึงเปนคุณสมบัติเฉพาะที่ หากนําสมการไป
หารตลอดดวยเลขเรยโนลดความหนาโมเมนตัมวิกฤติ Reθc จะไดดังนี้  
 
,max
2.193
ReRe
Re Rec c
νθ
θ θ
ξ = =  (3-14) 
 
หากนําสัดสวน Reν/2.193Reθ ไปแสดงกราฟเทียบกับสัดสวน y/δ จะไดโพรไฟลที่มีคาเปน 0 ที่
ตําแหนงผนัง (y/δ=0) และที่ตําแหนงขอบชั้นชิดผิว (y/δ=1) (เพราะ y=0 ที่ตําแหนงผนัง และอัตรา
ความเครียด S=0 เพราะ ∂u/∂y≈0 สงผลให Reν=0 ที่ตําแหนงขอบชั้นชิดผิว) และมีคามากที่สุดเปน 1 
ที่จุดใดจุดหนึ่งภายในชั้นชิดผิว (y/δ≈0.56) (Wilcox, 1993; Menter, Esch and Kubacki, 2002) ซ่ึงก็
คือจุดที่ Reν=Reν,max=2.193Reθ ดังแสดงในรูปที่ 3.1 (ซาย)   หากแทนพจน Reθ ดวย Reθc จะไดรูป
แบบตามสมการที่ (3-14) ซ่ึงวิเคราะหไดวา ในชวงกอนการเปลี่ยนผานซึ่ง Reθ<Reθc จะได ξ<1 
สวนชวงหลังการเปลี่ยนผานซึ่ง Reθ>Reθc จะได ξ>1   ดังนั้น ตําแหนงที่ ξ→1 (Reθ→Reθc หรือ 
Reν→2.193Reθc) ก็คือตําแหนงที่ช้ันชิดผิวเร่ิมเปลี่ยนเขาสูชวงเปลี่ยนผานนั่นเอง 
ในกรณีช้ันชิดผิวราบเรียบภายใตผลกระทบของเกรเดียนตความดัน การเปลี่ยนแปลงของ
สัดสวน Reν/2.193Reθ เทียบกับตัวประกอบสัญฐาน H แสดงในรูปที่ 3.1 (ขวา)   จากรูปจะเห็นวา 
ในชวงเกรเดียนตความดันคากลางซึ่งปกติเกิดขึ้นในชวง 2.3<H<2.9   การเปลี่ยนแปลงของสัดสวน 
Reν/2.193Reθ อยูในชวงไมเกิน 10 เปอรเซ็นต จากการวิเคราะหการไหลชั้นชิดผิวพบวาผลกระทบ
จากเกรเดียนตความดันเสริมสวนใหญเกิดขึ้นในชวง H≈2.3 (ซ่ึงสอดคลองกับคา λθ≈0.06)   ซ่ึงชวง
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ดังกลาวมีความคลาดเคลื่อนตกอยูในชวงที่ยอมรับได สําหรับกรณีเกรเดียนตความดันยอนกลับ 
ความแตกตางระหวาง Reν กับ Reθ จะมีคาคอนขางมาก   โดยเฉพาะบริเวณที่เกิดการแยกตัวของ
กระแสการไหลซึ่งเกิดขึ้นที่ H≈3.5 อยางไรก็ตาม จากการทดลองชี้ใหเห็นวา Reθ จะลดลงภายใต
สภาวะเกรเดียนตความดันยอนกลับ (เพราะเกรเดียนตความดันยอนกลับกอใหเกิดสภาพปรปกษการ
ไหล ทําใหความเร็วของกระแสการไหลลดลง) ในทางปฏิบัติ แบบจําลองมักไมถูกออกแบบใหไว
ตอผลกระทบจากเกรเดียนตความดันยอนกลับ ทั้งนี้เพราะสามารถประยุกตใชสหสัมพันธของ Abu-
Ghannam and Shaw (1996) ชวยในการทํานายจุดเริ่มเกิดความเปลี่ยนผานภายใตสภาวะดังกลาวได
อยางนาเชื่อถืออยูแลว เพราะสหสัมพันธดังกลาวนี้สรางขึ้นโดยรวมผลกระทบของเกรเดียนตความ
ดันยอนกลับเขาไวดวย 
 
   
 
รูปที่ 3.1 โพรไฟลของเลขเรยโนลดการหมุนวนในชั้นชิดผิวบลาเซียส (ซาย) และการเปลี่ยนแปลง
ของเลขเรยโนลดการหมุนวนเทียบกับตัวประกอบสัญฐานของชั้นชิดผิว (ขวา) (Menter, 
Langtry, Likki, Suzen, Huang and Volker, 2004) 
 
3.2 แบบจําลองความเปลี่ยนผาน γ-Reθ 
แบบจําลอง γ-Reθ  เปนแบบจําลองความเปลี่ยนผานแบบสองสมการสงถาย สมการแรกเปน
สมการสําหรับความไมตอเนื่อง สรางขึ้นเพื่อใชตรวจจับกระบวนการของความเปลี่ยนผานที่เกิดขึ้น 
สมการที่สองเปนสมการสําหรับเลขเรยโนลดความหนาโมเมนตัมการเปลี่ยนผาน สรางขึ้นเพื่อใช
คนหาตําแหนงจุดเริ่มเกิดความเปลี่ยนผาน รายละเอียดและรูปแบบของสมการเปนดังตอไปนี้ 
3.2.1 สมการสงถายสําหรับความไมตอเนื่อง 
สมการสงถายสําหรับความไมตอเนื่อง ถูกพัฒนาขึ้นบนหลักการความไมตอเนื่องของ
กระแสอิสระไมเปนศูนย (แนวคิดเดียวกับ Steelant and Dick (2001)) กลาวคือ การสรางแบบจําลอง
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ไดคํานึงถึงอิทธิพลของกระแสหมุนวนปนปวนที่แพรเขาสูภายในชั้นชิดผิว ซ่ึงเกิดขึ้นเมื่อการไหลมี
ความเขมของกระแสอิสระปนปวนคาสูง โดยเฉพาะกรณีความเปลี่ยนผานแบบขามขั้น สมการ
สําหรับความไมตอเนื่องมีรูปแบบดังนี้ 
 
1 1 2 2
j t
j j j
u
P E P E
x x xγ γ γ γ γ
ρ γ µ γµ σ
⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂ ∂= − + − + +⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
 (3-15) 
 
สมการประกอบดวยพจนการกอตัว Pγ1 และ Pγ2 และพจนการสลายตัว Eγ1 และ Eγ2 ดังนี้ 
 
1 1 ( )
C
length a onsetP F C S F αγ ρ γ= ; 1 1 1eE C Pγ γ γ= ;  
2 2a turbP C Fγ ρ γ= Ω ;                2 2 2eE C Pγ γ γ=  (3-16a-d) 
 
เมื่อ S เปนขนาดของอัตราความเครียดและ Ω เปนขนาดของการหมุนวน พารามิเตอร Flength เปน
ความสัมพันธที่ไดจากการทดลอง ซ่ึงถูกใชเพื่อควบคุมขนาดความยาวของชวงเปลี่ยนผาน พจน 
Reθc เปนเลขเรยโนลดความหนาโมเมนตัมวิกฤติที่ตําแหนงซึ่งชั้นชิดผิวขาดเสถียรภาพ ซ่ึงจะเกิดขึ้น
กอนหนาที่ความเปลี่ยนผานจะเกิด นั่นคือ Reθc≤Reθt ความสัมพันธระหวางพจนทั้งคูสังเคราะหได
จากผลการทดลอง ซ่ึงทั้ง Flength และ Reθc ตางก็เปนฟงกชันของ R eθt ที่ไดจากการแกสมการสงถาย
สําหรับเลขเรยโนลดความหนาโมเมนตัมการเปลี่ยนผาน (ในหัวขอที่ 3.2.2) ปจจุบันทั้งสองพจนดัง
กลาวยังคงถูกปกปดอยูภายใตลิขสิทธิ์ 
 
(Re )length tF f θ= % ; Re (Re )c tfθ θ= % ; Re ( , )t f Tuθ λ=%  (3-17a-c) 
 
ความแตกตางที่สําคัญของแบบจําลองนี้เมื่อเปรียบเทียบกับแบบจําลองอื่น คือ พจนการกอตัว Pγ1 
(สมการที่ 3-16a) ซ่ึงถูกใชเพื่อตรวจจับการกอตัวของความไมตอเนื่อง ถูกสรางในรูปฟงกชันจุดเริ่ม
เกิดความเปลี่ยนผาน Fonset   ซ่ึงอยูในรูปของเลขเรยโนลดการหมุนวน Reν เลขเรยโนลดความหนาโม
เมนตัมวิกฤติ Reθc และสัดสวนความหนืด ReT ดังนี้ 
 
[ ]2 3 0max ;onset onset onsetF F F= −    (3.18) 
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เมื่อ  1 2.193
Re
Reonset c
F ν
θ
= ,  42 1 1 2.0min max ; ;onset onset onsetF F F⎡ ⎤⎡ ⎤= ⎣ ⎦⎣ ⎦ ,  
( )33 1 2.5 0max / ;onset TF R⎡ ⎤= −⎣ ⎦ , ( )44exp /turb TF R⎡ ⎤= −⎣ ⎦ , 
2
Re Syν
ρ
µ=  และ RT
kρ
µω=
โดยที่ k เปนพลังงานจลนปนปวน และ ω อัตราการสลายพลังงานจลนปนปวนจําเพาะ สวนพจน 
Pγ2  และ Eγ2 ถูกใชบังคับใหความไมตอเนื่องเปนศูนยในชั้นชิดผิวแบบราบเรียบ และเทากับหนึ่งที่
ผิวอิสระ เพื่อชวยใหแบบจําลองสามารถทํานายพฤติกรรมแบบยอนกลับความราบเรียบได  
3.2.2 สมการสงถายสําหรับเลขเรยโนลดความหนาโมเมนตัมการเปลี่ยนผาน 
สมการสงถายสําหรับเลขเรยโนลดความหนาโมเมนตัมการเปลี่ยนผาน ถูกสรางขึ้น
เพื่อใหการคํานวณตําแหนงจุดเริ่มเกิดความเปลี่ยนผานเปนแบบคุณสมบัติแบบเฉพาะที่ (แตเดิมนั้น
เปนแบบไมเฉพาะที่เพราะตองหาปริพันธของความหนาโมเมนตัมซึ่งอิงอยูกับพิกัดหลัก) หลักการ
คือ นําสหสัมพันธเลขเรยโนลดความหนาโมเมนตัมการเปลี่ยนผานไปสรางเปนสมการสงถาย โดย
คํานวณหาเลขเรยโนลดความหนาโมเมนตัมการเปลี่ยนผานที่ตําแหนงกระแสอิสระจากสหสัมพันธ 
จากนั้นจึงบังคับใหคาที่กระแสอิสระแพรเขาสูภายในชั้นชิดผิว สมการสงถายสําหรับเลขเรยโนลด
ความหนาโมเมนตัมการเปลี่ยนผานในรูปของตัวแปรสเกลาร R eθt เปนดังนี้ 
 
( )Re Rej t tt t t
j j j
u
P
x x x
θ θ
θ θ
ρ σ µ µ⎡ ⎤∂ ∂∂= + +⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦
% %  (3-19) 
 
พจนแหลงกําเนิด Pθt ถูกออกแบบเพื่อบังคับใหตัวแปร R eθt ลูเขาหาคาของ Reθt ซ่ึงคํานวณได
จากสหสัมพันธตามสมการที่ (3-21) พจนดังกลาวใหนิยามดังนี้ 
 
1.0( / )(Re Re )( )t t t t tP C T Fθ θ θ θ θρ= − −%  (3-20) 
 
เมื่อ   2500T U
µ
ρ= , 
2
4 2
2
1
1.0 1.0
1
min max exp[ ( / ) ]; ;et wake
e
CF F y
Cθ
γδ
⎡ ⎤⎡ ⎤⎛ ⎞−⎢ ⎥⎢ ⎥= ⋅ − − ⎜ ⎟−⎢ ⎥⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦⎣ ⎦
, 
2
510
ReexpwakeF ω
⎡ ⎤⎛ ⎞= −⎢ ⎥⎜ ⎟⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
, 
2
Re yω
ρω
µ= , 
50
BL
y
U
δ δΩ= , 15
2
BL
BL
θδ =  และ Re tBL Uθ
µθ ρ=
%  
โดยที่ T เปนสเกลเวลาซึ่งถูกสรางขึ้นเพื่อใชดุลมิติของตัวแปร U เปนขนาดของความเร็ว และ Fθt 
เปนฟงกชันผสมที่ถูกใชเพื่อตัดทอนบทบาทของพจนแหลงกําเนิด Pθt ภายในชั้นชิดผิว เพื่อให R eθt 
สามารถแพรกระจายจากผิวอิสระเขามาภายในชั้นชิดผิวได พจน Fθt เปนตัวตรวจจับตําแหนงขอบ
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ของชั้นชิดผิว โดยจะมีคาเปนศูนยในบริเวณกระแสอิสระนอกชั้นชิดผิว และมีคาเปนหนึ่งในบริเวณ
ภายในชั้นชิดผิว  
3.2.3 สหสัมพันธสําหรับจุดเริ่มเกิดความเปลี่ยนผาน 
ในแบบจําลองความเปลี่ยนผานทั่วไป การคนหาตําแหนงจุดเริ่มเกิดความเปลี่ยนผาน
ทําไดโดยการเปรียบเทียบเลขเรยโนลดความหนาโมเมนตัมที่คํานวณได (Reθ) กับเลขเรยโนลด
ความหนาโมเมนตัมการเปลี่ยนผานที่ไดจากสมการความสัมพันธ (Reθt) โดยตําแหนงที่ Reθ=Reθt ก็
คือตําแหนงจุดเริ่มเกิดความเปลี่ยนผาน จากที่ไดนําเสนอในบทที่ 2 จะเห็นวา สหสัมพันธจุดเริ่มเกิด
ความเปลี่ยนผานสวนใหญ มักสรางในรูปเลขเรยโนลดความหนาโมเมนตัมการเปลี่ยนผาน ซ่ึงเกี่ยว
ของกับคุณสมบัติที่กระแสอิสระ Reθt=Reθt(Tu, dU/ds, …)freestream ซ่ึงเปนการดําเนินการแบบไม
เฉพาะที่ เพื่อแกปญหาดังกลาวนี้ Menter, Langtry, Likki, Suzen, Huang and Volker (2004) ได
สรางสหสัมพันธขึ้นใหมในรูปแบบคุณสมบัติเฉพาะที่ บนเงื่อนไขตอไปนี้ (1) กรณีเกรเดียนตความ
ดันเปนศูนย เมื่อระดับกระแสอิสระปนปวนสูง (Tu>3.0%) สหสัมพันธถูกสรางใหไดผลสอดคลอง
กับสหสัมพันธของ Mayle (1991) เมื่อระดับกระแสอิสระปนปวนปานกลาง (1.0%<Tu<3.0%) สห
สัมพันธถูกสรางใหไดผลสอดคลองกับสหสัมพันธของ Abu-Ghannam and Shaw (1989) และเมื่อ
ระดับกระแสอิสระปนปวนต่ํา (Tu<1.0%) สหสัมพันธถูกสรางใหไดผลสอดคลองกับผลของวิธี eN 
(2) กรณีเกรเดียนตความดันยอนกลับ สหสัมพันธถูกสรางใหไดผลสอดคลองกับสหสัมพันธของ 
Abu-Ghannam and Shaw (1989) โดยรูปแบบของสหสัมพันธใหมเปนดังนี้ 
 
( ) 1.027803.73 0.6067Re ( , )t Tu F Kθ θλ−= +  (3-21) 
 
พารามิเตอรผลกระทบความดัน F(λθ, K)       ถูกสรางใหอยูในรูปฟงกชันของพารามิเตอรเกรเดียนต 
ความดัน λθ และพารามิเตอรความเรง K  มีรูปแบบเปนดังนี้ 
 
( ) ( )
1
2 3 1
1 0
1 1 0.556 1 0
( ) ;
( , )
( ) ;
F E
F K
F K E E E
θ θ
θ
θ
λ λλ λ
− ⋅ ≤⎧⎪= ⎨ + ⋅ − + − ⋅ >⎪⎩
 (3-22a) 
 
2 dU =
dsθ
θλ ν
⎛ ⎞ ⋅⎜ ⎟⎝ ⎠
;   2 dUK  = U ds
ν⎛ ⎞ ⋅⎜ ⎟⎝ ⎠  (3-22b, c) 
 
 
 55
 
โดยพารามิเตอรที่ปรากฏในพจน F(λθ, K) มีรูปแบบเปนดังนี้ 
2 310.32 89.47 265.51( )F θ θ θ θλ λ λ λ= − − − ,    
( ) ( ) ( )2 36 6 60.0962 10 0.148 10 0.0141 10( )F K K K K= ⋅ + ⋅ + ⋅ ,   
( )1 3.0exp /E Tu= − ,  ( )2 1.5exp /E Tu= − ,  ( )3 23.9expE θλ= −   
เมื่อ Tu เปนความเขมของความปนปวนเฉพาะที่ และ dU/ds เปนความเรงเฉพาะที่ในทิศทางตามเสน
การไหลซึ่งสามารถคํานวณหาได ดังนี้  
 
dU dU dx dt dU dy dt u dU v dU
ds dx dt ds dy dt ds U dx U dy
= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ = ⋅ + ⋅  (3-23) 
 
โดยที่ U=(u2+v2)1/2 เปนขนาดของความเร็ว และ s เปนระยะทางตามเสนการไหล 
เนื่องจากการคํานวณหาคา Reθt (สมการที่ (3-21)) จําเปนตองกําหนดคาพารามิเตอร
เกรเดียนตความดัน λθ และคาพารามิเตอรความเรง K ที่ถูกตองให ซ่ึงในความเปนจริงทั้งสองพจน
ดังกลาวไมสามารถทราบคาที่ถูกตองไดกอนลวงหนา ทั้งนี้เพราะทั้งคูตางก็เปนพจนที่เชื่อมโยงกับ
สนามความเร็วซ่ึงเปนตัวแปรของสนามการไหล ดังนั้นการคํานวณหาคา Reθt จึงจําเปนตองใชการ
คํานวณซ้ํา โดยมีขั้นตอนการคํานวณเริ่มตนจาก (ก) กําหนดคาเริ่มตนใหกับ θt (θt=0 เปนคาที่แนะ
นํา) (ข) คํานวณหาคา λθ และคา K โดยให θ=θt (ค) คํานวณหาคา F(λθ,K) แลวนําไปแทนคาในสม
การที่ (3-21) เพื่อคํานวณหาคา Reθt (ง) คํานวณหาคา θt จากนิยาม θt=(ν/U)Reθt โดยปกติจะไดผลที่
ลูเขาภายในไมกี่รอบการคํานวณซ้ํา เพื่อหลีกเลี่ยงความไมมีเสถียรภาพที่อาจเกิดขึ้นไดในการ
คํานวณซ้ํา คาที่ไดจากการคํานวณจะถูกบังคับใหอยูภายในชวงดังตอไปนี้ 
 
0.1 0.1θλ− ≤ ≤ ;  6 63 10 3 10K− −− × ≤ ≤ × ;   20tReθ ≥  (3-24a-c) 
 
หากพิจารณาสมการที่ (3.22) แลวจะพบวา พามิเตอรความเรง K จะแสดงบทบาทในกรณีที่ λθ>0 
(เกรเดียนตความดันเสริม) เทานั้น นั่นแสดงวาคา K ที่ถูกคํานึงถึงจริง ๆ    คืออยูในชวง 0<K≤3×10-6 
สวนในชวงคาลบไมไดถูกนําไปใชงาน ทั้งนี้เพราะเมื่อ λθ>0 จะสงผลให K>0 ดวยเชนกัน เพราะ 
dU/ds>0 สวน θ มีคาเปนบวกเสมอ ดังนั้นจึงไดวา F(λθ,K) มีคามากที่สุดเมื่อ λθ=0.1 และมีคานอยที่
สุดเมื่อ λθ=-0.1 สวน Reθt ถูกกําหนดคานอยที่สุดเทากับ 20 ซ่ึงสอดคลองกับคาระดับความปนปวน
ของกระแสอิสระที่ 35 เปอรเซ็นต ในกรณีการไหลที่มีเกรเดียนตความดันเปนศูนย 
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3.2.4 การประยุกตใชงานแบบจําลองความเปลี่ยนผาน γ-Reθ 
แบบจําลองถูกประยุกตเขากับแบบจําลองความปนปวน SST ของ Menter (1994) 
ความเปลี่ยนผานถูกจําลองผานพจนความไมตอเนื่อง โดยคูณพจนการผลิต Pk และพจนการสลายตัว 
Dk ในสมการพลังงานจลนปนปวน k ของแบบจําลอง SST ดวยฟงกชันของความไมตอเนื่อง ดังนี้ 
 
k eff kP Pγ=% ;     0.1 1.0min max ; ;k eff kD Dγ⎡ ⎤⎡ ⎤= ⎣ ⎦⎣ ⎦%  (3-25a, b) 
 
เมื่อ  max ;eff sepγ γ γ⎡ ⎤= ⎣ ⎦ ,  1 1 0.0 2.03.235
Remin max ; ;
Resep reattach tc
s F Fν θ
θ
γ ⎡ ⎤⎡ ⎤⎛ ⎞= −⎢ ⎥⎢ ⎥⎜ ⎟⎢ ⎥⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦⎣ ⎦
 และ 
( )420exp /reattach TF R⎡ ⎤= −⎣ ⎦  
คาคงที่ s1 ถูกใชเพื่อควบคุมขนาดของฟองกระแสแยกตัว ซ่ึง Menter, Langtry, Volker and Huang 
(2005) แนะนําใหใชคา s1=2.0 สําหรับฟงกชันผสม f1 ซ่ึงถูกใชเพื่อสลับโหมดการคํานวณระหวาง
แบบจําลอง k-ω และ k-ε ในแบบจําลองความปนปวน SST ของ Menter (1994) (ดูภาคผนวก ก) ได
รับการปรับปรุงดังนี้ 
 
1 1 3max[ ; ]f f f=%  (3-26) 
 
เมื่อ 83 =exp (R /120)  yf ⎡ ⎤−⎣ ⎦  และ 1/ 2( ) /   yR ykρ µ=  
การคํานวณดวยแบบจําลอง γ-Reθ มีลําดับขั้นตอนเปนดังนี้ (ก) แกสมการการไหล
เฉลี่ย (ข) แกแบบจําลองความปนปวนโดยประยุกตใชพจน P k และ Dk และฟงกชันผสม f 1 และ
คํานวณหาความหนืดปนปวน µt (ค) แกสมการความไมตอเนื่อง (ง) คํานวณหาเลขเรยโนลดความ
หนาโมเมนตัมการเปลี่ยนผาน Reθt จากสหสัมพันธตามสมการ (3-21) และ (จ) แกสมการสําหรับ
เลขเรยโนลดความหนาโมเมนตัมการเปลี่ยนผาน R eθt  
การแกแบบจําลองอาศัยคาคงที่ดังตอไปนี้ Ca1=2.0, Ce1=1.0, Ca2=0.06, Ce2=50.0, 
Cα=0.5, Cθt=0.03, σγ=1.0 และ σθt=2.0 เงื่อนไขคาขอบสําหรับสมการความไมตอเนื่อง γ และสม
การเลขเรยโนลดความหนาโมเมนตัมการเปลี่ยนผาน R eθt กําหนดดังนี้ ขอบกระแสอิสระ ขอบผนัง 
และขอบทางออก กําหนดเกรเดียนตแนวตั้งฉากเทากับศูนย (∂γ/∂n=0 และ ∂R eθt/∂n=0) ขอบทางเขา
กําหนด γ=1 สวนคาขอบทางเขาของ R eθt คํานวณไดจากสหสัมพันธ (สมการ (3-21)) โดยกําหนด
ให θ=0 ซ่ึงจะได λθ=0 และ F(λθ, K)=1 สวน Tu กําหนดใหมีคาเทากับระดับความปนปวนที่ขอบ
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ทางเขา สําหรับเงื่อนไขเริ่มตนของทั้งสองตัวแปรกําหนดใหมีคาเทากับคาที่ขอบทางเขาตลอดทั้งโด
เมนการคํานวณ 
3.2.5 นิยามและความหมายเชิงฟสิกสของพารามิเตอรท่ีสําคัญในแบบจําลอง γ-Reθ 
เนื่องจากแบบจําลองนี้ถูกพัฒนาขึ้นบนพื้นฐานสหสัมพันธทั้งหมด เพื่อเปาหมายใน
การใชงานกับวิธีทาง CFD ไดอยางเอนกประสงค ไมไดถูกพัฒนาขึ้นเพื่อตองการจําลองฟสิกสของ
ความเปลี่ยนผานแตอยางใด (Mener และคณะ 2004, 2005) ฟสิกสของความเปลี่ยนผานถูกบรรจุเขา
ในแบบจําลองผานทางสหสัมพันธที่ไดจากผลการทดลอง แบบจําลองจึงไมถูกจํากัดดวยกลไกทาง
ฟสิกสอยางใดอยางหนึ่งของความเปลี่ยนผานที่เกิดขึ้น แตสามารถใชไดกับทุกกลไกที่เกิดขึ้นตราบ
เทาที่สามารถสรางรูปแบบสหสัมพันธที่เหมาะสมปอนใหกับแบบจําลองได ดังนั้น นอกจากจะได
ช่ือวา แบบจําลองพื้นฐานสหสัมพันธ ตามที่ผูพัฒนาไดตั้งใหแลว ยังอาจจะพอเรียกไดอีกชื่อหนึ่งวา 
แบบจําลองพื้นฐานผูใชนิยาม (User-defined base model) ไดเชนเดียวกัน ในหัวขอยอยนี้ ผูวิจัยได
พยายามตีความและอธิบายความพารามิเตอรที่สําคัญของแบบจําลองนี้ในเชิงฟสิกส เพื่อแสดงให
เปนความเกี่ยวโยงกับพฤติกรรมความเปลี่ยนผานที่เกิดขึ้น ดังนี้ 
พารามิเตอร γ  เปนพารามิเตอรที่ใชแจกแจงความไมตอเนื่องของพฤติกรรมการไหล
ที่เกิดขึ้น ถูกสังเคราะหขึ้นบนหลักการความไมตอเนื่องของกระแสอิสระที่ไมเปนศูนย พารามิเตอร
ดังกลาวนี้จึงมีคา γ→1 ในบริเวณผิวอิสระ และมีคา 0<γ<1 ภายในชั้นชิดผิว  
พารามิเตอร Reθt เปนเลขเรยโนลดความหนาโมเมนตัมการเปลี่ยนผาน ซ่ึงถูกสรางขึ้น
เปนสหสัมพันธจากผลการทดลอง โดยการนําขอมูลของหลายกลุมวิจัยที่นาเชื่อถือมาปรับสราง
เปนสหสัมพันธในรูปแบบใหม ซ่ึงขอมูลดังกลาวเปนการวัดหาขนาดของความไมตอเนื่องที่เกิดจาก
จุดกอความปนปวน (ยกเวนในกรณีที่การไหลมีระดับความปนปวนของกระแสอิสระในชวงคาต่ํา 
ซ่ึงมีการนําขอมูลที่ไดจากวิธี eN มาวิเคราะหรวม) สหสัมพันธของพารามิเตอรนี้อยูในรูปฟงกชัน
ของความเขมของความปนปวนและเกรเดียนตความดันที่กระแสอิสระ และถูกใชเปนเกณฑในการ
เปรียบเทียบกับเลขเรยโนลดความหนาโมเมนตัมที่ไดจากการคํานวณ เพื่อใชระบุตําแหนงจุดที่เร่ิม
เกิดความเปลี่ยนผาน (ในมุมมองของการทดลอง หมายถึงตําแหนงที่จุดกอความปนปวนเริ่มปรากฏ) 
พารามิเตอรนี้จะมีคาลดลงอยางเลขชี้กําลังเมื่อความเขมของกระแสอิสระปนปวนมีคาเพิ่มขึ้น บงชี้
วาเมื่อความเขมของกระแสอิสระปนปวนมีคาเพิ่มขึ้น ความเปลี่ยนผานจะสามารถเกิดไดเร็วขึ้น 
สําหรับการไหลภายใตผลกระทบของเกรเดียนตความดันพบวา พารามิเตอร Reθt จะมีคาเพิ่มขึ้นภาย
ใตสภาวะเกรเดียนตความดันเสริม อธิบายไดวา ภายใตสภาวะความดันดังกลาวกระแสการไหลจะ
ถูกเรงใหเร็วขึ้น ความหนาโมเมนตัมของชั้นชิดผิวจึงลดลง ตําแหนงของจุดเริ่มเกิดความเปลี่ยนผาน
จึงเล่ือนไปทางปลายกระแส ในทางตรงกันขาม พารามิเตอร Reθt จะมีคาลดลงภายใตสภาวะ เกรเดี
ยนตความดันยอนกลับ เพราะความหนาโมเมนตัมของชั้นชิดผิวเพิ่มขึ้น ตําแหนงของจุดเริ่มเกิด
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ความเปลี่ยนผานจึงเลื่อนไปทางตนกระแส ดังแสดงในรูปที่ 2.4 อยางไรก็ตาม ในความเปนจริงแลว
ทั้งความเขมของความปนปวนและผลกระทบจากความดัน จะมีคาเปลี่ยนแปลงไปอยางเฉพาะที่ใน
ระหวางที่เกิดการไหล เชน ในกรณีการไหลผานแผนเรียบ ความเขมของความปนปวนที่กระแส
อิสระ Tu∞ จะมีคาลดลงอยางตอเนื่องตั้งแตปากทางเขาจนถึงปลายทางออกของแผนเรียบ (ดูรูปที่ 
5.5) หากมองในแงนี้ก็จะพบวา Reθt ที่คํานวณไดจากสหสัมพันธจะมีคาที่แปรตามคา Tu∞ ที่เปลี่ยน
ไป เพราะฉะนั้น การกําหนดให Reθt มีเพียงคาเดียวแลวใชเปนตัวแทนของทั้งสนามการไหลจึงอาจ
ไมสมเหตุผลเทาที่ควร เพราะอาจเกิดขอโตแยงไดวา Reθt คาที่เหมาะสมนั้นควรเปนคาใด และ
เพราะเหตุผลใดจึงใชคาดังกลาวนั้น (หลายแบบจําลองไดใหนิยาม Reθt เปนเลขเรยโนลดความหนา
โมเมนตัม ณ จุดเริ่มเกิดความเปลี่ยนผาน โดยใชคาระดับความปนปวนของกระแสอิสระที่ตําแหนง
ปากทางเขา Tu∞,le เปนตัวแทนของสนามการไหลในการคํานวณหา Reθt จากสหสัมพันธ) ในการ
ประยุกตใชงานในแบบจําลอง γ-Reθ พารามิเตอร Reθt ไดถูกขยายผลใหสามารถใชงานไดในชวง
ระดับความปนปวนของกระแสอิสระคาต่ํา และถูกคํานวณอยางคาเฉพาะที่ในแตละจุดในบริเวณ
กระแสอิสระ เพื่อใหสมจริงกับการเปลี่ยนแปลงระดับอยางเฉพาะที่ของความปนปวนของกระแส
อิสระ Tu∞ และพารามิเตอรผลกระทบความดัน F(K, λθ) ดวยเหตุนี้ Reθt ในนิยามของแบบจําลองนี้ 
จึงมิไดหมายถึงคา ณ ตําแหนงที่เร่ิมเกิดความเปลี่ยนผานเพียงอยางเดียว แตหมายรวมถึงบริเวณที่
เกิดความเปลี่ยนผานดวย อาทิเชน ในกรณีการไหลผานแผนเรียบที่มีเกรเดียนตความดันเปนศูนย คา 
Reθt ที่นอยที่สุดมีคาเทากับคาขอบทางเขาและเปนคาที่ตําแหนงจุดเริ่มเกิดความเปลี่ยนผาน สวน
คาที่มากขึ้นจะเปนคาที่ตําแหนงหลังจากจุดที่เร่ิมเกิดความเปลี่ยนผาน  
พารามิเตอร R eθt ถูกสรางขึ้นในรูปของตัวแปรสงถายคุณสมบัติของ Reθt ดวยเหตุผล
ที่วา เนื่องจากพารามิเตอร Reθt เปนสหสัมพันธที่ไดจากผลการทดลอง รูปแบบของสหสัมพันธถูก
สรางใหอยูในรูปฟงกชันของคุณสมบัติของกระแสอิสระ ซ่ึงเปนการดําเนินการแบบไมเฉพาะที่ แต
เนื่องจากจุดมุงหมายหลักของการพัฒนาแบบจําลองนี้คือ เพื่อสรางใหแบบจําลองมีคุณสมบัติแบบ
เฉพาะที่เพื่อใหประยุกตใชงานไดสะดวกกับวิธี CFD สมัยใหม ดังนั้น จึงจําเปนตองสราง Reθt ซ่ึง
เดิมมีคุณสมบัติแบบไมเฉพาะที่ใหมีคุณสมบัติแบบเฉพาะ โดยการนําสหสัมพันธ Reθt ไปสรางเปน
สมการสงถายคุณสมบัติ หลักการคือทําการคํานวณหาคา Reθt ที่กระแสอิสระ จากนั้นทําการแพร
กระจายคาที่กระแสอิสระดังกลาวเขาสูภายในโดเมนและชั้นชิดผิว (ในทางปฏิบัติ Reθt ถูกคํานวณ
หาคาอยางเฉพาะที่ตลอดทั้งโดเมนตามสมการที่ (3-21) แตบทบาทที่เกิดขึ้นภายในชั้นชิดผิวถูก
กําจัดทิ้งไปเพราะผลจากการคูณดวยพจน 1-Fθt ตามสมการที่ (3-20) จึงเสมือนกับวา Reθt ถูก
คํานวณเฉพาะบริเวณภายนอกชั้นชิดผิวซ่ึงเปนยานของกระแสอิสระ) ดังนั้น พารามิเตอร R eθt ที่
ปรากฏในแบบจําลอง แทจริงแลวก็คือตัวแปรฝากที่ถูกสรางขึ้นเพื่อใชเก็บคาของ Reθt ที่แกไดจาก
สมการสงถายนั่นเอง หรืออาจเรียกไดวาเปนคาเฉพาะที่ของ Reθt นั่นคือ R eθt จะมีคาเพิ่มขึ้นหรือลด
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ลงอยางมีนัยกับการเพิ่มขึ้นหรือลดลงของ Reθt โดยในระหวางการคํานวณคาของ R eθt ในบริเวณ
กระแสอิสระจะถูกบังคับใหลูเขาหาคาของ Reθt ที่คํานวณไดจากสหสัมพันธ และจะถูกแพรเขามา
ในชั้นชิดผิวดวยบทบาทของสัมประสิทธิ์การแพรในสมการสงถายคุณสมบัติ ในแบบจําลอง γ-Reθ 
พารามิเตอร R eθt ถูกนําไปใชในสองจุดคือ ใชคํานวณหาความหนาโมเมนตัมของชั้นชิดผิว θBL ซ่ึง
เปนพจนองคประกอบของสมการที่ (3-20) และใชสรางสหสัมพันธสําหรับพารามิเตอร Reθc  และ  
Flength (สมการที่ (3-17a, b))  
พารามิเตอร Reθc เปนเลขเรยโนลดความหนาโมเมนตัมวิกฤติ พารามิเตอรนี้ถูกสราง
ขึ้นใชงานดวยเหตุผลวา แบบจําลอง γ-Reθ ถูกพัฒนาขึ้นบนหลักการความไมตอเนื่องที่เกิดจากอิทธิ
พลของกระแสอิสระปนปวน ดวยหลักการนี้ พฤติกรรมความไมตอเนื่องสามารถเกิดขึ้นไดตั้งแตตน
กอนหนาที่จะเกิดจุดกอความปนปวน หรือกอนหนาตําแหนง Reθt (เพราะ Reθt สัมพันธกับการเกิด
ขึ้นของจุดกอความปนปวน) หากมองวาความไมตอเนื่องคือพฤติกรรมความเปลี่ยนผาน นั่นแสดงวา 
พฤติกรรมความเปลี่ยนผานไดเกิดขึ้นกอนแลวตั้งแตกอนถึงตําแหนง Reθt เพียงแตอยูในรูปความไร
เสถียรภาพแบบอื่นที่ไมใชจุดกอความปนปวน ซ่ึงหากวิเคราะหตามกลไกการเกิดความเปลี่ยนผาน
จะพบวาความเปลี่ยนผานเกิดขึ้นตั้งแตตําแหนง Reθ=Reθc  แตเหตุผลที่สวนใหญนิยมใชตําแหนงที่ 
Reθ=Reθt เปนตําแหนงของจุดเริ่มเกิดความเปลี่ยนผานเพราะแบบจําลองดังกลาวถูกพัฒนาขึ้นบน
หลักการของความเปลี่ยนผานแบบขามขั้น ซ่ึงมองการเกิดความเปลี่ยนผานในรูปความไมตอเนื่องที่
เกิดจากจุดกอความปนปวน ดวยรูปแบบความไมตอ เนื่องที่ประยุกตใชในแบบจําลอง γ-Reθ   พารา
มิเตอร Reθc จึงถูกนํามาประยุกตใชเพื่อใชควบคุมจุดที่เร่ิมเกิดความเปลี่ยนผาน ซ่ึงจะเกิดขึ้น ณ 
ตําแหนงที่ความไมตอเนื่องเริ่มเกิดขึ้นภายในชั้นชิดผิว หากวิเคราะหจากพฤติกรรมการไหลจะพบ
วาพารามิเตอร Reθc มีความเกี่ยวพันโดยตรงกับพจน Reθt กลาวคือ Reθc จะเพิ่มขึ้นหรือลดลงตาม
การเพิ่มขึ้นหรือลดลงของ Reθt ซ่ึงสามารถสรางใหอยูในรูปความสัมพันธตามสมการที่ (3-17b) ได  
พารามิเตอร Flength เปนพารามิเตอรที่ปรากฏอยูในพจนการผลิต Pγ1 (สมการที่ 3-16a) 
ในสมการสําหรับความไมตอเนื่อง พารามิเตอรนี้ไดจากการทดสอบเชิงตัวเลขและเปรียบเทียบกับ
ผลการทดลองในกรณีการไหลบนแผนเรียบ จากนั้นจึงนําไปสรางเปนสหสัมพันธเพื่อใชควบคุม
ความยาวของชวงการเปลี่ยนผาน ตัวตนของพารามิเตอรเองนั้นยังไมมีความชัดเจนในเชิงความเกี่ยว
เนื่องกับพฤติกรรมความเปลี่ยนผานที่เกิดขึ้น แตผลของการนําไปใชงานไดนําไปสูขอสรุปเกี่ยวกับ
พฤติกรรมของพารามิเตอรนี้ดังนี้ พารามิเตอรนี้ใชหลักการควบคุมความยาวชวงเปลี่ยนผานใน
ลักษณะตรงกันขาม กลาวคือ เมื่อ Flength มีคามากจะสงผลใหความยาวชวงเปลี่ยนผานสั้นลง เพราะ
อัตราการผลิตความไมตอเนื่องมีมากขึ้นและเร็วข้ึน ในทางตรงกันขาม คา Flength ที่นอยลงจะทําให
ชวงเปลี่ยนผานมีขนาดความยาวเพิ่มขึ้น เพราะอัตราการผลิตความไมตอเนื่องลดนอยลงและชาลง 
สหสัมพันธของพารามิเตอรนี้ถูกสรางใหอยูในรูปของฟงกชัน R eθt  เชนเดียวกับพารามิเตอร Reθc 
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อยางไรก็ตาม รูปแบบของพารามิเตอร Flength และ Reθc ที่ใชงานไดกับแบบจําลองนั้นสามารถสราง
ไดหลายรูปแบบ ขึ้นอยูกับขอมูลผลการทดลองที่ปอนให รายละเอียดของการสรางสหสัมพันธได
ถูกนําเสนอไวในหัวขอที่ 3.3 
 
3.3 สหสัมพันธรูปแบบใหมสําหรับแบบจําลอง γ-Reθ 
แบบจําลอง γ-Reθ ของ Menter, Langtry, Volker and Huang (2005) ประกอบดวย 2 สมการ
สงถายหลัก ๆ คือ สมการสําหรับความไมตอเนื่อง ซ่ึงใชคํานวณหารูปแบบการแจกแจงพฤติกรรม
ความเปลี่ยนผานที่เกิดขึ้น และสมการสําหรับเลขเรยโนลดความหนาโมเมนตัมการเปลี่ยนผาน ซ่ึง
ใชคํานวณหาตําแหนงที่ความเปลี่ยนผานเริ่มเกิด ดังที่ไดอธิบายไปแลวขางตน จากสมการดังกลาว 
พจนที่ถือวาเปนหัวใจหลักสําคัญที่สุดมีสองพจน คือ พารามิเตอรความยาวชวงเปลี่ยนผาน Flength ซ่ึง
ใชควบคุมขนาดความยาวของความเปลี่ยนผาน และพารามิเตอรจุดเริ่มเกิดความเปลี่ยนผาน Fonset ซ่ึง
ใชควบคุมตําแหนงที่ความเปลี่ยนผานเริ่มเกิด ทั้งสองพารามิเตอรปรากฏอยูในพจนการผลิตในสม
การสําหรับความไมตอเนื่อง  
 
1 1 ( )
C
length a onsetP F C S F αγ ρ γ=  (3-27) 
 
ซ่ึงในปจจุบันรูปแบบของพารามิเตอรทั้งคูยังไมถูกเปดเผยสูสาธารณะ อธิบายแตเพียงวาทั้งคูถูก
สรางในรูปฟงกชันของ R eθt ซ่ึงแกไดจากสมการสงถาย ดวยเหตุนี้ การนําแบบจําลอง γ-Reθ ไป
ประยุกตใชโดยปราศจากพารามิเตอรทั้งคูจึงไมสามารถทําได  
หากพิจารณารูปลักษณของพารามิเตอรจุดเริ่มเกิดความเปลี่ยนผาน Fonset (สมการที่ (3-19a)) 
จะพบวา พารามิเตอรนี้ถูกสรางขึ้นในรูปฟงกชันของเลขเรยโนลดความหนาโมเมนตัมวิกฤติ Reθc
ซ่ึงตางจากแบบจําลองอื่นที่มักใชเลขเรยโนดลความหนาโมเมนตัมการเปลี่ยนผานเปนเกณฑ การทํา
เชนนี้ผูวิจัยมองวา ผูที่พัฒนาพยายามที่จะจําลองพฤติกรรมความเปลี่ยนผานใหครอบคลุมถึงชวง
ความเปลี่ยนผานแบบธรรมชาติ ซ่ึงตางจากแบบจําลองอื่นที่พัฒนาขึ้นบนพื้นฐานของความเปลี่ยน
ผานแบบขามขั้น ที่สรุปเชนนี้เนื่องจากวา มีเพียงการทํานายความเปลี่ยนผานแบบธรรมชาติเทานั้นที่
ใหความสนใจวา จุดวิกฤติของการไหลอยูที่ตําแหนงใด สวนการทํานายความเปลี่ยนผานแบบขาม
ขั้นจะใหความสนใจตอจุดที่เร่ิมปรากฏจุดกอความปนปวน เนื่องจากแบบจําลอง γ-Reθ ถูกพัฒนา
บนหลักการของตัวแปรเฉพาะที่ ดังนั้น ฟงกชันสําหรับระบุจุดเริ่มเกิดความเปลี่ยนผานจึงถูกสราง
ใหอยูในรูปของเลขเรยโนลดการหมุนวน และเลขเรยโนลดความหนาโมเมนตัมวิกฤติ ตามสมการ 
(3-14) อยางไรก็ตาม จากการสืบคนขอมูลอยางถี่ถวนพบวา ขอมูลสําหรับเลขเรยโนลดความหนาโม
เมนตัมวิกฤตินั้น ไมปรากฏวามีการนําเสนอในวารสารทางวิชาการหรือเอกสารสาธารณะใดเลย หน
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ทางเดียวที่พอจะประยุกตใช แบบจําลอง γ-Reθ ไดในขณะนี้คือ ทําการสรางสหสัมพันธสําหรับสอง
พารามิเตอรดังกลาวขึ้นใหม 
ยอนกลับไปพิจารณากระบวนการที่เกิดความเปลี่ยนผาน ความเปลี่ยนผานเกิดขึ้นจากการ
ขาดเสถียรภาพของชั้นชิดผิวแบบราบเรียบในรูปของคลื่น T-S ซ่ึงจะคอย ๆ เกิดขึ้นที่ตําแหนงที่เลข
เรยโนลดการไหลเขาใกลคาวิกฤติ จากการวิเคราะหดวยทฤษฎีเสถียรภาพเชิงเสนพบวา ความไร
เสถียรภาพจะเริ่มเกิดขึ้นในชั้นชิดผิวแบบราบเรียบเมื่อ Rexc=90,000 ซ่ึงถือเปนเลขเรยโนลดวิกฤติคา
นอยที่สุด (Wilcox, 1993) ซ่ึงเทียบเทากับเลขเรยโนลดความหนาโมเมนตัมวิกฤติ Reθc=163 (Abu-
Gannam and Shaw, 1980) หากยึดถือตําแหนงที่ Rexc=90,000 เปนตําแหนงวิกฤติจะพบวา เมื่อระดับ
ของกระแสอิสระปนปวนมีคามากขึ้น เลขเรยโนลดความหนาโมเมนตัมวิกฤติจะมีคาเพิ่มขึ้นดวย 
สวนเลขเรยโนลดความหนาโมเมนตัมการเปลี่ยนผานจะมีคาลดลง (ดูตารางที่ 5.2) ในกรณีการไหล
ที่มีระดับกระแสอิสระปนปวนคาสูงมาก (เชน 6.14 และ 7.78 เปอรเซ็นต) พบวาเลขเรยโนลดความ
หนาโมเมนตัมวิกฤติจะมีคามากกวาเลขเรยโนลดความหนาโมเมนตัมการเปลี่ยนผาน ซ่ึงผลเชนนี้
อาจดูไมสมจริงในเชิงกายภาพของการไหล เพราะในความเปนจริงแลวจุดวิกฤตคิวรตองอยูกอนจุด
ที่เกิดความเปลี่ยนผาน แตอยางไรก็ตาม พฤติกรรมดังกลาวนี้ไดรับการยืนยันจาก Blair and Werle 
(1981) วาเปนไปได ซ่ึงนั่นนําไปสูหลักการของความเปลี่ยนผานแบบขามขั้น เหตุผลที่เปนเชนนี้
อธิบายไดวา เมื่อระดับกระแสอิสระปนปวนตั้งตนมีคามากขึ้น กระแสการไหลมีแนวโนมที่จะเขาสู
สภาวะปนปวนเร็วขึ้น ตําแหนงที่เกิดความเปลี่ยนผานจึงเล่ือนขึ้นมาทางตนกระแส ในขณะที่จุด
วิกฤติถูกตรึงไวที่ตําแหนงเดิม (เนื่องจาก Rex=Ux/ν เปนฟงกชันของความเร็วกระแสอิสระ ไมเกี่ยว
ของกับระดับความปนปวนของกระแสอิสระ ดังนั้นเมื่อระดับความปนปวนของกระแสอิสระมีคา
เพิ่มสูงขึ้น ความเร็วกระแสอิสระจะเปลี่ยนแปลงไปบางเล็กนอย) ถึงกระนั้นก็ตาม ในความเห็นของ
ผูวิจัยกลับเชื่อวา ยอมไมมีทางเปนไปไดที่จุดวิกฤติจะเกิดขึ้นหลังจุดเปลี่ยนผาน อยางมากที่สุดที่
เปนไปไดคือ ทั้งสองจุดเกิดซอนทับกันที่ตําแหนงเดียวกัน การที่ Blair and Werle (1981) รวมถึงผล
ที่แสดงในตาราง 5.2 ช้ีวาจุดวิกฤติเกิดหลังจากจุดเปลี่ยนผานไดนั้น เปนเพราะทําการเปรียบเทียบคา
วิกฤติซ่ึงไดจากทฤษฎีกับคาความเปลี่ยนผานซึ่งไดจากการทดลอง 
3.3.1 กลวิธีในการสรางสหสัมพันธ 
ตามที่ไดกลาวไปแลวขางตน แบบจําลอง γ-Reθ มีพารามิเตอรที่ไมทราบคาอยูสองตัว
คือ Flength กับ Reθc รูปแบบของพารามิเตอรทั้งคูไดรับการทดสอบหาโดย Suluksna and Juntasaro 
(2007) โดยใชสมมุติฐานของการเปลี่ยนผานแบบขามขั้นสมบูรณ ซ่ึงกําหนดให Reθc=Reθt ผลการ
ทดสอบพบวา คาของ Flength ที่สามารถใชงานไดกระจายอยูในรูปพื้นที่ปลายเปดดานบนดังแสดงใน
รูปที่ 3.2 (สวนที่แรเงา) ดวยขอมูลดังกลาว Suluksna and Juntasaro (2007) ไดสรางสหสัมพันธ
สําหรับ Flength ขึ้นใชงานในรูปฟงกชันของระดับความปนปวนของกระแสอิสระที่ปากทางเขา Tu∞,le 
 62
 
โดยสหสัมพันธดังกลาวถูกออกแบบใหลูเขาหาคาใดคาหนึ่งเมื่อ Tu∞,le→∞ แตเนื่องจากสหสัมพันธ
ที่ไดมีขีดจํากัดในการใชงานไดผลในชวง 0.98%<Tu∞,le<7.0%  และกับกรณีเกรเดียนตความดันเปน
ศูนยเทานั้น ซ่ึงนับวาเปนชวงการใชงานที่คอนขางแคบ ดังนั้น ในงานวิจัยนี้จึงไดทําการขยายผลการ
ใชงานของทั้งสองพารามิเตอรดังกลาวใหกวางมากขึ้น  
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รูปที่ 3.2 ความสัมพันธของ Flength กับ Tu∞,le บนสมมุติฐาน Reθc=Reθt 
 
การทดสอบเชิงตัวเลขเพื่อหาความสัมพันธระหวาง Reθc และ Flength กับ R eθt แสดงใน
รูปที่ 3.3 กระบวนการเริ่มจากตรึงคา Reθc ไวโดยกําหนดให Reθc=R eθt จากนั้นจึงทําการคนหาคา 
Flength ที่ทําใหโพรไฟลสัมประสิทธิ์ความเสียดทานพื้นผิวที่ไดจากการคํานวณสอดคลองกับผลการ
ทดลองมากที่สุด จากรูปจะเห็นวาเมื่อ Flength มีคามากขึ้น ขนาดความยาวของชวงเปลี่ยนผานจะลดลง 
สัมประสิทธิ์ความเสียดทานพื้นผิวจะเพิ่มเร็วมากขึ้น ที่ Flength=200 จะไดรูปทรงของโพรไฟลที่ได
เคามากที่สุดเมื่อเทียบกับผลการทดลอง อยางไรก็ตาม โพรไฟลดังกลาวแมจะมีรูปทรงที่ถูกตองแต
เกิดขึ้นในตําแหนงที่ยังไมถูกตอง ที่เปนเชนนี้เนื่องจากวา พารามิเตอร Flength ถูกใชเพื่อควบคุมความ
ยาวของชวงเปลี่ยนผาน ซ่ึงเกี่ยวพันกับลักษณะรูปทรงของโพรไฟลเทานั้น ดังนั้น เพื่อใหโพรไฟล
เกิดขึ้นในตําแหนงที่ถูกตองสอดคลองกับผลการทดลอง จําเปนที่จะตองบังคับโพรไฟลดังกลาวให
เคลื่อนขึ้นไปทางดานตนกระแส ซ่ึงสามารถทําไดโดยการเปลี่ยน Reθc เปนคาใหมที่เหมาะสมขึ้น 
ในขั้นตอนนี้คา Flength=200 จะถูกตรึงไว จากนั้นทําการเปลี่ยนคา Reθc จนกวาจะไดตําแหนงของ
โพรไฟลที่ถูกตอง จากรูปจะเห็นไดวาเมื่อ Reθc มีคามากขึ้น ตําแหนงของโพรไฟลจะเลื่อนไปทาง
ปลายกระแส ซ่ึงหมายความวาความเปลี่ยนผานเกิดชาลง ในทางตรงกันขามเมื่อ Reθc มีคานอยลง 
ตําแหนงของโพรไฟลจะเลื่อนไปทางตนกระแส ซ่ึงหมายความวาความเปลี่ยนผานเกิดไดเร็วข้ึน ที่ 
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Reθc=0.8R eθt จะไดตําแหนงของโพรไฟลที่ดูสอดคลองมากที่สุด นั่นแสดงวาคา Flength=200 และ 
Reθc=0.8R eθt คือคาที่เหมาะสมกับกรณีทดสอบนี้  
 
0.000
0.002
0.004
0.006
0.008
0.010
0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0
Rex (10
5)
Cf
Experiment
Reθc=0.7Reθt  (Flength=200)
Reθc=0.8Reθt  (Flength=200)
Flength=500 (Reθc=Reθt)
Flength=200 (Reθc=Reθt)
Flength=50   (Reθc=Reθt)
 
 
รูปที่ 3.3 การทดสอบเชิงตัวเลขสําหรับสัมประสิทธิ์ความเสียดทานพื้นผิว 
 
นอกจากนี้การทดสอบยังเผยใหเห็นวา เมื่อกระแสอิสระปนปวนมีความเขมมากกวา 
3% ขึ้นไป รูปทรงของโพรไฟลจะคงที่หรือเปลี่ยนแปลงนอยมากแมวาคา Flength จะเพิ่มขึ้น ดังแสดง
ในรูปที่ 3.3 รูปทรงของโพรไฟลที่ Flength=500 ซอนทับกันกับที่ Flength=200 นั่นหมายความวาที่ Reθc 
คาหนึ่งที่ถูกตอง พารามิเตอร Flength ที่ใชงานไดผลสามารถมีไดหลายคา เชน กรณี T3A (Tu=3.34%) 
พบวามีชวงของการใชงานไดอยูในชวง Flength>120 เปนตน ดังแสดงในรูปที่ 3.4 (สวนที่แรเงา) จาก
รูปพบวาพื้นที่ที่ไดเปนแบบปลายบนเปดเชนเดียวกับรูปที่ 3.2   โดย Flength→∞ เมื่อ R eθt<200 
(Tu>3.0%) แตเมื่อ R eθt>200 (Tu<3.0%) พบวาขอบเขตการใชงานไดผลจะแคบลงเรื่อย ๆ จนถึงที่
ตําแหนง R eθt≈500 (Tu≈1.0%) แตเมื่อ R eθt>650 ขอบเขตการใชงานจะแคบจนเปนเสนตรงที่คาคง
ที่ Flength=0.2 หลังจากทําการทดสอบกับทุกกรณีทดสอบเรียบรอยแลวก็จะไดคาขอมูลสําหรับนําไป
ใชสรางเปนสหสัมพันธตอไป 
สหสัมพันธสําหรับเลขเรยโนลดความหนาโมเมนตัมวิกฤติ จะถูกสรางใหอยูในรูป
ฟงกชัน Reθc=f(R eθt)   โดยผลกระทบของเกรเดียนตความดันถูกผนวกเขากับสหสัมพันธผานทาง
ฟงกชันผลกระทบความดัน F(λθ,K)   สหสัมพันธนี้จะถูกออกแบบใหมีคาเขาใกลคาเลขเรยโนลด
ความหนาโมเมนตัมการเปลี่ยนผาน เมื่อระดับกระแสอิสระปนปวนมีคาสูง เพื่อใหสอดคลองกับ
พฤติกรรมของความเปลี่ยนผานแบบขามขั้นที่วา เมื่อชวงไรเสถียรภาพเชิงเสนถูกขาม ตําแหนงของ
จุดที่เร่ิมเกิดการเปลี่ยนผานจะเคลื่อนเขาหาจุดวิกฤติ R eθt→Reθc อยางไรก็ตาม สหสัมพันธนี้ถูกออก
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แบบใหอยูภายใตเงื่อนไข Reθc≤R eθt เสมอ  เพื่อปองกันไมใหตําแหนงของจุดที่เร่ิมเกิดการเปลี่ยน
ผานอยูกอนจุดวิกฤติ ทํานองเดียวกันพารามิเตอรความยาวชวงเปลี่ยนผานก็ถูกสรางในรูป ฟงกชัน 
Flength=f(R eθt) โดยผลกระทบของเกรเดียนตความดันถูกผนวกเขากับสหสัมพันธในรูปของฟงกชัน
ผลกระทบความดัน F(λθ,K) เชนเดียวกัน ความสัมพันธของ Reθc และ Flength แสดงในรูปที่ 3.3 และ
มีรูปแบบของสหสัมพันธ ดังนี้ 
 
0.82 9.735 1.0Re min ( Re - ) exp( ( ( , ) )), Rec t c ta F Kθ θ θ θ θλ⎡ ⎤= ⋅ −⎣ ⎦% %  (3-28) 
 
0.01 0.021 13.50 0.2exp( Re )length tF θ= − + +%  (3-29) 
 
เมื่อคาคงที่ของฟงกชัน aθc=14.50 และ R eθt เปนเลขเรยโนลดความหนาโมเมนตัมการเปลี่ยนผานที่
คํานวณไดจากสมการที่ (3-23) 
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รูปที่ 3.4 ความสัมพันธของ Flength และ Reθc กับ R eθt 
 
จากรูปที่ 3.3 จะเห็นไดวา เลขเรยโนลดความหนาโมเมนตัมวิกฤติ Reθc จะมีคาที่เพิ่ม
ขึ้นอยางฟงกชันเชิงเสนตรงของ R eθt นอกจากนี้ ที่ R eθt คาใด ๆ การเพิ่มขึ้นของ F(λθ,K) จะสงผล
ให Reθc มีคาเพิ่มขึ้นดวยเชนกัน โดยคา Reθc ที่ใหผลสอดคลองกับผลการทดลองวางตัวอยูใน
บริเวณพื้นที่ใตกราฟ (สวนที่แรเงา) จากผลที่ไดอธิบายไดวา เมื่อ F(λθ,K)<1.0 และ λθ<0.0 ซ่ึงเปน
กรณีเกรเดียนตความดันยอนกลับ (F(λθ,K) ที่มีคานอยแสดงถึงภาวะความดันยอนกลับที่มากขึ้น) 
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พจนเลขชี้กําลังในสมการที่ (3.28) จะมีคาแบบถดถอยตามการลดลงของคา F(λθ,K) สงผลให Reθc 
มีคาลดลงดวยเชนกัน โดยจะมีคานอยที่สุดเมื่อ F(λθ,K)=0.868 (λθ=-0.1) สรุปไดวา ความเปลี่ยน
ผานจะเกิดไดเร็วขึ้นภายใตสภาวะเกรเดียนตความดันยอนกลับ ในทางกลับกันเมื่อ F(λθ,K)>1.0 
และ λθ>0.0 ซ่ึงเปนกรณีเกรเดียนตความดันเสริม พจนเลขชี้กําลังในสมการที่ (3.28) จะมีคาเพิ่มขึ้น
ตามการเพิ่มขึ้นของคา F(λθ,K) สงผลใหคา Reθc เพิ่มขึ้นและประชิดเขาหาเสนโหมดขามขั้น (เสน
ประ Reθc=R eθt) ความเปลี่ยนผานจึงเกิดไดชาลง สําหรับกรณีเกรเดียนตความดันกรณีเปนศูนย 
F(λθ,K)=1.0 และ λθ=0.0 จะอยูในแนวเสนทึบ 
สําหรับพารามิเตอรความยาวชวงเปลี่ยนผาน Flength ผลกระทบของพารามิเตอรนี้ซุก
ซอนอยูในพจนการผลิต (สมการที่ (3-16a)) ซ่ึงเกี่ยวโยงกับความไมตอเนื่องอยางเปนนัยดังนี้ เมื่อ 
Flength มีคามากขึ้น พจนการผลิตจะมีคามากขึ้นตามไปดวย สงผลใหความไมตอเนื่องที่คํานวณได
จากสมการสงถายมีคามากขึ้น ทําใหระดับความปนปวนมีคามากขึ้น ความไมตอเนื่องจึงมีอัตราการ
เติบโตเร็วขึ้น ความยาวของชวงเปลี่ยนผานจึงสั้นลง  ในทางกลับกันถาหาก Flength มีคานอยลง ความ
ระดับความปนปวนจะลดลง สงผลใหอัตราการเติบโตของความไมตอเนื่องลดลง ความยาวของชวง
เปลี่ยนผานจึงมากขึ้น นั่นหมายความวา อิทธิพลของพารามิเตอรความยาวชวงเปลี่ยนผานจะเปนไป
ในลักษณะแปรผกผัน กลาวคือ ขนาดที่ใหญขึ้นของพารามิเตอรนี้จะทําใหชวงเปลี่ยนผานมีขนาด
ส้ันลง แตขนาดที่เล็กลงจะทําใหชวงเปลี่ยนผานมีขนาดยาวขึ้น ในงานวิจัยนี้ ความสัมพันธระหวาง
พารามิเตอร Flength บนมาตราลอกาลิทึม กับเลขเรยโนลดความหนาโมเมนตัมการเปลี่ยนผาน R eθt 
ถูกสรางใหอยูในรูปของฟงกชันเลขชี้กําลังแบบถดถอย โดยเสนกราฟที่ไดลากเอียงแนบไปตาม
ขอบเขตลางของพื้นที่แรเงา และลูเขาหาคา Flength=0.2 เมื่อ R eθt<650 ซ่ึงคาดังกลาวเปนคาที่นอยที่
สุดที่ที่สามารถกระตุนใหแบบจําลองสรางภาวะความไมตอเนื่องใหเกิดขึ้นในชั้นชิดผิวได หากมีคา
นอยไปกวานี้แบบจําลองจะใหผลการจําลองเปนแบบราบเรียบโดยตลอด อยางไรก็ตาม การสราง
สมการความสัมพันธสําหรับ Flength ที่ใชงานได กลาวคือ ลากผานบริเวณสวนที่แรเงาและลูเขาหาคา 
0.2 นั้น สามารถสรางไดหลายรูปแบบ แตเหตุผลที่ในงานวิจัยนี้เลือกสรางเสนกราฟที่แนบไปตาม
ขอบเขตลางของพื้นที่แรเงาก็เพราะวา  การใชคา Flength ที่นอยจะสงผลใหการคํานวณลูเขาเร็วกวา
การใชคาที่มาก ดังนั้นคา Flength ที่เลือกใชจึงเปนคาที่นอยที่สุดเทาที่เปนไปได ซ่ึงก็คือขอบเขตลาง
ของพื้นที่การใชงานนั่นเอง สําหรับในชวง R eθt<200 (Tu<3%) เสนกราฟถูกลากตอออกไปตามแนว
ความชันเดิมโดยไมแนบไปกับขอบเขตลางในชวงดังกลาว ดวยเหตุผลที่ตองการใหเสนกราฟที่ไดมี
ความตอเนื่องและรูปแบบเรียบงาย นอกจากนี้จากการทดสอบยังพบวา เกรเดียนตความดันไมสงผล
กระทบตอพารามิเตอรความยาวชวงเปลี่ยนผานแตอยางใด ที่เปนเชนนี้อธิบายไดวา เมื่อจุดเริ่มเกิด
ความเปลี่ยนผานมีการเคลื่อนตัวไปอันเปนผลจากเกรเดียนตความดัน จุดวิกฤติก็จะเคลื่อนตัวตามไป
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ดวยขนาดและในทิศทางเดียวกัน ดวยเหตุนี้ ระยะหางระหวางจุดวิกฤติกับจุดเริ่มเกิดความเปลี่ยน
ผานจึงไมเปลี่ยนขนาดไป แมวาเกรเดียนตความดันจะเปลี่ยนไปก็ตาม ดวยเหตุนี้  โพรไฟล Flength จึง 
มีเพียงเสนเดียว ดังที่แสดงในรูปที่ 3.3  
3.3.2 การทดสอบความคงทนในการใชงาน 
แบบจําลองและสหสัมพันธที่นําเสนอในที่นี้ ไดถูกนําไปทดสอบความคงทนในการ
ใชงานใน 2 รูปแบบ คือ ขีดจํากัดของการใชงานของพารามิเตอร Flength ซ่ึงพบวา ชวงของคาที่
สามารถใชงานไดผลในชวงระดับความปนปวนมีคาปานกลางขึ้นไปนั้น ปกคลุมเปนแถบบริเวณ
คอนขางกวาง และขนาดของแถบดังกลาวแคบลงจนเปนเสนเมื่อระดับความปนปวนมีคาต่ํา ดัง
แสดงในรูปที่ 3.4 สําหรับในหัวขอยอยนี้ จะนําเสนอการทดสอบขีดความสามารถในการใชงานของ
แบบจําลองและพารามิเตอร Reθc เมื่อเงื่อนไขความดันเปลี่ยนไป การทดสอบนี้เปนการวัดความคง
ทนในการใชงานของแบบจําลองและพารามิเตอรที่นําเสนอวา มีความไวตอการเปลี่ยนแปลงของเกร
เดียนตความดันมากนอยเพียงใด โดยในการทดสอบจะทําการสลับเงื่อนไขเกรเดียนตความดันให
ตรงกันขามกับความเปนจริงเพื่อปอนใหกับการคํานวณ กลาวคือ บริเวณที่มีเงื่อนไขเกรเดียนต 
ความดันเสริมจะถูกสลับใหเปนเงื่อนไขแบบเกรเดียนตความดันยอนกลับดวยคาที่มีขนาดเทากัน ใน
ขณะเดียวกัน บริเวณที่มีเงื่อนไขเกรเดียนตความยอนกลับก็จะถูกสลับใหเปนเงื่อนไขเกรเดียนต 
ความดันเสริมดวยคาที่มีขนาดเทากันเชนกัน สวนบริเวณที่มีเงื่อนไขเกรเดียนตความดันเปนศูนยจะ
ยังคงสภาวะเชนเดิมไว การสลับเงื่อนไขเกรเดียนตความดันเชนนี้ทําไดโดยสลับเงื่อนไขในสมการที่ 
(3.22a) ใหมใหเปนดังนี้ 
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ผลที่ไดคือ เมื่อ λθ>0 ซ่ึงหมายถึงบริเวณเกรเดียนตความดันเสริม จะไดคา F(λθ,K)<1 ซ่ึงเปนคาของ
เงื่อนไขความดันยอนกลับ แตเมื่อ λθ<0 ซ่ึงหมายถึงบริเวณเกรเดียนตความดันยอนกลับ จะไดคา 
F(λθ,K)>1 ซ่ึงเปนคาของเงื่อนไขความดันยอนเสริม เงื่อนไขความดันที่กําหนดขึ้นใหมนี้จะถูกนํา
ไปทดสอบกับปญหาการไหลบนแผนเรียบที่เกรเดียนตความดันไมเปนศูนย ซ่ึงในที่นี้เลือกกรณี
ทดสอบ T3C3 เพราะเปนกรณีทดสอบที่มีระดับความปนปวนของกระแสอิสระคาปานกลาง หากใช
กรณีทดสอบที่มีระดับความปนปวนคาสูงอาจเห็นผลแตกตางที่ไมชัดเจน เพราะเมื่อการไหลอยูภาย
ใตผลกระทบของกระแสอิสระที่มีระดับความปนปวนสูง ผลกระทบของเกรเดียนตความดันที่มีตอ
พฤติกรรมความเปลี่ยนผานจะลดลงอยางมาก นอกจากนี้ ไมวาจะทดสอบโดยใชกรณี T3C อ่ืน ก็นา
จะไดผลการทดสอบเปนไปในทิศทางเดียวกัน ทั้งนี้เพราะทุกกรณีทดสอบ T3C มีลักษณะการ
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เปลี่ยนแปลงความดันในรูปแบบเดียวกัน กลาวคือ มีสภาวะเปนเกรเดียนตความดันเสริมในชวงแรก 
(เพราะหนาตัดการไหลลูเขา) และเปนเกรเดียนตความดันยอนกลับในชวงทาย (เพราะหนาตัดการ
ไหลบานออก) (ดูรูปที่ 5.2 (ลาง))  ผลการทํานายเลขเรยโนลดความหนาโมเมนตัมและสัมประสิทธิ์
ความเสียดทานพื้นผิวที่ไดจากการทดสอบ แสดงในรูปที่ 3.5  
จากการทดสอบพบวา เลขเรยโนลดความหนาโมเมนตัมที่ไดจากกรณีการทดสอบ
แบบสลับเงื่อนไข ใหลักษณะโพรไฟรที่คลายกันกับกรณีที่ไมไดสลับเงื่อนไข (ดูรูปที่ 3.5 (ซาย)) 
โดยใหผลที่แตกตางกันเล็กนอยในชวง 4.0×105<Rex<4.8×105 ที่เปนเชนนี้อธิบายไดวา พารามิเตอร
ผลกระทบความดัน F(λθ,K) เกี่ยวของนอยมากกับการเติบโตของความหนาโมเมนตัม ทั้งนี้เพราะ
ความหนาโมเมนตัมมีความเชื่อมโยงโดยตรงกับเกรเดียนตความดันของสนามการไหล ซ่ึงขึ้นอยูกับ
ลักษณะของกระแสการไหลที่เกิดขึ้น อยางไรก็ตาม แมพารามิเตอร F(λθ,K) จะไมไดเกี่ยวของโดย
ตรงกับสนามความดันของการไหล  แตเนื่องจากเปนพารามิเตอรที่ใชควบคุมความเปลี่ยนผาน ซ่ึง
พฤติกรรมการเปลี่ยนผานจะสงผลกระทบตอสนามการไหล ดังนั้น F(λθ,K) จึงสงผลกระทบโดย
ออมตอสนามการไหลผานทางพฤติกรรมความเปลี่ยนผาน จากรูปจะเห็นไดวา ในชวงทายของแผน
เรียบซึ่งเดิมอยูภายใตเงื่อนไขแบบเกรเดียนตความดันยอนกลับ แตถูกสลับเงื่อนไขใหเปนเงื่อนไข
แบบเกรเดียนตความดันเสริม พบวา ความหนาโมเมนตัมในกรณีสลับเงื่อนไข (เกรเดียนตความดัน
เสริม) จะมีคานอยกวาในกรณีไมสลับเงื่อนไข (เกรเดียนตความดันยอนกลับ) ทั้งนี้เพราะความ
เปลี่ยนผานเกิดไดชาลงภายใตสภาวะเกรเดียนตความดันเสริม นั่นคือ ความหนาโมเมนตัมจะนอยลง
ตามไปดวย  
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รูปที่ 3.5 เลขเรยโนลดความหนาโมเมนตัม (ซาย) และสัมประสิทธิ์ความเสียดทานพื้นผิว (ขวา) 
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ผลการทํานายสัมประสิทธิ์ความเสียดทานพื้นผิวแสดงในรูปที่ 3.5 (ขวา) จากรูปจะ
เห็นไดวา โพรไฟลในชวงตนของกรณีสลับเงื่อนไขนั้นมีคามากกวากรณีไมสลับเงื่อนไขเล็กนอย 
อธิบายไดวา ผลจากเงื่อนไขเกรเดียนตความดันยอนกลับที่ปอนสลับใหนั้น ไปทําใหพฤติกรรมการ
ไหลมีสภาวะแบบปนปวนมากขึ้น แตเนื่องจากกระแสการไหลยังคงอยูภายใตสนามความดันแบบ
เกรเดียนตความดันเสริม ดังนั้น ผลกระทบที่เกิดขึ้นจากเงื่อนไขเกรเดียนตความดันยอนกลับที่ปอน
ใหในชวงนี้ จึงไมสงผลกระทบตอการเปลี่ยนแปลงโพรไฟลของสัมประสิทธิ์ความเสียดทานพื้นผิว
มากนัก เมื่อเขาสูชวงสนามความดันแบบเกรเดียนตความดันยอนกลับ (Rex>3.25×105) การปอน
เงื่อนไขเกรเดียนตความดันเสริมใหกับชวงนี้ สงผลใหตําแหนงของจุดเริ่มเกิดความเปลี่ยนผานเลื่อน
ไปทางปลายกระแสมากขึ้น นั้นหมายความวา Reθt จะมีคามากขึ้น ซ่ึงจะสงผลให Reθc มากขึ้นเชน
เดียวกัน ช้ันชิดผิวของการไหลจึงมีสภาวะเปนแบบราบเรียบยาวขึ้น นอกจากนี้ยังพบวา ช้ันชิดผิว
แบบราบเรียบเกิดการแยกตัวขึ้นที่ Rex≈4.60×105 และตกกระทบซ้ําอีกครั้งที่ Rex≈4.75×105 กอให
เกิดฟองกระแสหมุนวนขึ้นในชวงดังกลาว ในขณะที่การคํานวณแบบไมสลับเงื่อนไขนั้นจะไมเกิด
พฤติกรรมดังกลาวขึ้น 
 
3.4 บทสรุป 
แบบจําลองความเปลี่ยนผาน γ-Reθ เปนแบบจําลองที่มีความเปนนัยทั่วไปสูง เพราะพัฒนา
ขึ้นบนรากฐานของตัวแปรเฉพาะที่ อีกทั้งยังเปนแบบจําลองเดียวในปจจุบันที่สามารถขยายผลสูการ
คํานวณแบบ 3 มิติได สามารถประยุกตใชไดกับกริดไรโครงสรางและการคํานวณแบบขนาน ซ่ึง
แบบจําลองความเปลี่ยนผานแบบอื่นที่มีในปจจุบันไมสามารถทําได ความโดดเดนของแบบจําลอง
นี้คือ การนําสหสัมพันธของเลขเรยโนลดความหนาโมเมนตัมการเปลี่ยนผาน มาสรางเปนสมการสง
ถายขึ้นใช แบบจําลองนี้ประกอบดวยสมการสงถาย 2 สมการ คือ สมการสําหรับความไมตอเนื่อง 
ซ่ึงใชสําหรับแจกแจงพฤติกรรมความเปลี่ยนผาน และสมการสําหรับเลขเรยโนลดความหนาโมเมน
ตัมการเปลี่ยนผาน ซ่ึงใชสําหรับคํานวณหาจุดที่ความเปลี่ยนผานเริ่มเกิด ปจจุบันแบบจําลองนี้ยังไม
เปดเผยรูปแบบทั้งหมด มีพารามิเตอรบางตัวในแบบจําลองที่ยังคงถูกปกปดไว ซ่ึงไดแก Flength เปน
พารามิเตอรที่ใชควบคุมความยาวชวงเปลี่ยนผาน และ Reθc เปนพารามิเตอรที่ควบคุมตําแหนงการ
เกิดความเปลี่ยนผาน งานวิจัยนี้ไดทําการคนหาและสรางสหสัมพันธสําหรับพารามิเตอรทั้งสองตัว
ดังกลาวขึ้นใชงาน โดยใชวิธีการทดสอบเชิงตัวเลขเขาชวย จากการทดสอบพบวา ผลกระทบของ
เกรเดียนตความดันทําใหคาเลขเรยโนลดความหนาโมเมนตัมการเปลี่ยนผานเพิ่มขึ้นหรือลดลงได 
ซ่ึงจะนําไปสูการเคลื่อนไปมาของตําแหนงจุดที่เร่ิมเกิดความเปลี่ยนผาน โดยเกรเดียนตความดัน
เสริมจะไปเพิ่มขนาดของเลขเรยโนลดความหนาโมเมนตัมการเปลี่ยนผาน ซ่ึงจะทําใหตําแหนงของ
จดุเริ่มเกิดความเปลี่ยนผานเลื่อนไปทางปลายกระแส สวนเกรเดียนตความดันยอนกลับจะไปลด
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ขนาดของเลขเรยโนลดความหนาโมเมนตัมการเปลี่ยนผาน ซ่ึงจะทําใหตําแหนงของจุดที่เร่ิมเกิดการ
เปลี่ยนผานเลื่อนไปทางตนกระแส สําหรับพารามิเตอรที่ใชควบคุมความยาวของชวงการเปลี่ยนผาน 
Flength พบวา ผลกระทบของเกรเดียนตความดันไมสงตอพารามิเตอรดังกลาวแตอยางใด จากการ
ทดสอบความคงทนตอการใชงานของแบบจําลองและสหสัมพันธที่สรางขึ้นพบวา เมื่อการไหลมี
ระดับความปนปวนของกระแสอิสระปานกลางขึ้นไป แบบจําลองไมไวตอการเพิ่มขึ้นของ Flength ดัง
จะเห็นไดจากพื้นที่การใชงานของพารามิเตอรดังกลาวขยายเปนแถบกวางและปลายเปดสูคาอนันต 
แตเมื่อระดับความปนปวนของกระแสอิสระมีคาต่ํา แบบจําลองไวตอการเปลี่ยนแปลงของคา Flength 
มากขึ้นตามลําดับ ดังจะเห็นไดจากแถบการใชงานไดของพารามิเตอรดังกลาวลดลงเปนเสนคงที่ 
จากการทดสอบความคงทนของการใชงานเมื่อเงื่อนไขเกรเดียนตความดันถูกสับเปลี่ยนเปนตรงขาม 
พบวาแบบจําลองใหผลการทํานายเปนรูปแบบพฤติกรรมที่ตรงกันขาม ซ่ึงหมายความวาแบบจําลอง
มีความไวตอเงื่อนไขความดันที่แปรเปลี่ยนไป  
บทที่ 4 
ระเบียบวิธีเชิงตัวเลข 
 
 ในการใชระเบียบวิธีเชิงตัวเลขแกปญหาการไหลนั้น ยังไมมีขอสรุปที่สามารถชี้ชัดลงไปได
วาควรเลือกใชแนวทางหรือวิธีการใดจึงจะดีที่สุด ทั้งนี้เนื่องจาก ในบริบทของการคํานวณเชิงตัวเลข
นั้น ปจจัยแวดลอมที่สรางผลกระทบตอการคํานวณมีหลากหลาย ทั้งโดยตรงและโดยออม ทั้งควบ
คุมไดงายและยากตอการควบคุม ปจจัยหลายอยางจัดการไดโดยใชหลักวิชาการ แตก็มีอีกหลาย
ปจจัยที่ตองอาศัยสามัญสํานึกและประสบการณในการจัดการ เชน การกําหนดเงื่อนไขขอบ การ
เลือกแบบจําลองที่เหมาะสมใหกับปญหาที่แก เปนตน ดังนั้น หากจะกลาวถึงความเหมาะสมของ
การประยุกตใชระเบียบวิธีเชิงตัวเลข นอกจากจะหมายถึงความเหมาะสมในแงหลักวิชาการแลว ยัง
หมายรวมถึงความเหมาะสมในเชิงความพึงพอใจของผูที่ใชงานดวย เนื้อหาในบทนี้ เปนการนําราย
ละเอียดของระเบียบวิธีเชิงตัวเลขที่ประยุกตใชในงานวิจัยนี้มาอธิบาย วิธีที่ปรากฏในที่นี้อาจไมใช
วิธีที่ดีที่สุดที่สามารถใชได แตในมุมมองของผูวิจัยแลว เปนวิธีที่สะดวกและใชไดผลดี เนื่องจากเนื้อ
หาที่เกี่ยวของมีคอนขางมาก การหยิบยกทุกประเด็นมานําเสนอคงเปนเรื่องที่เปนไปไมได เพราะ
บางเรื่องเปนความรูพื้นฐานที่แพรหลายอยูแลว ซ่ึงผูสนใจสามารถคนควาจากแหลงขอมูลที่เกี่ยว
ของไดไมยาก เชน รายละเอียดเกี่ยวกับระเบียบวิธีปริมาตรอันตะ ขั้นตอนวิธี SIMPLE วิธีการ
ประมาณคาแบบผลตางตนลม เปนตน เร่ืองในหมวดหมูเหลานี้ ผูวิจัยจะกลาวถึงและอธิบายอยางพอ
สังเขปเทานั้น สวนเนื้อหาตอนใดที่เปนเรื่องใหม เปนเกร็ดความรูใหม หรือเปนมุมมองใหม ที่ไม
คอยพบเห็นจากแหลงความรูสาธารณะ รายละเอียดของเรื่องนั้นจะถูกแจกแจงเพิ่มเติม อันไดแก การ
แปลงสมการควบคุมจากปริภูมิกายภาพไปเปนปริภูมิการคณนา บนพื้นฐานระเบียบวิธีปริมาตร
อันตะ และการสังเคราะหสมการความดันแกไขบนบริบทของการแปลงปริภูมิ 
 
4.1 ภาพรวมของกลวิธีการคณนา 
การวิเคราะหการไหลในที่นี้ อยูบนสมมุติฐานของการไหลแบบคงตัวและอัดตัวไมได 2 มิติ 
ความหนาแนนและความหนืดของของไหลถูกกําหนดใหมีคาคงที่เทากับ 1.2 kg/m3 และ 1.8×10-5 
kg/m·s ตามลําดับ ปญหาการไหลเปนแบบเอลลิปติก ขั้นตอนวิธี SIMPLE ถูกประยุกตใชแกระบบ
สมการสงถายทั้งหมด ซ่ึงประกอบดวย สมการการไหลเฉลี่ย สมการสําหรับแบบจําลองความปน
ปวน และสมการสําหรับแบบจําลองความเปลี่ยนผาน บนพื้นฐานของระเบียบวิธีปริมาตรอันตะ 
ระบบกริดจุดรวมถูกใชเพื่อแบงโดเมนออกเปนปริมาตรควบคุมยอยขนาดเล็กจํานวนมาก โดยจุด
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โหนดจะถูกกําหนดไวที่ตําแหนงกึ่งกลางระหวางดานทั้งสี่ของปริมาตรควบคุม ดังนั้น จุดโหนดแต
ละจุดจึงถูกลอมรอบดวยปริมาตรควบคุมที่อยูขางเคียง บนระบบกริดจุดรวม ตัวแปรทุกตัวอันไดแก 
ความเร็ว ความดัน คุณสมบัติความปนปวน คุณสมบัติความเปลี่ยนผาน รวมถึงคุณสมบัติของสนาม
การไหลตัวอ่ืน อาทิเชน ความหนาแนน ความหนืดจลนปนปวน เปนตน จะถูกเก็บไวที่จุดโหนด
เดยีวกันในแตละปริมาตรควบคุม ยกเวนเพียงคุณสมบัติฟลักซตาง ๆ เชน ฟลักซมวล ฟลักซการ
แพรจากผลของความหนืด เปนตน จะถูกคํานวณหาและเก็บคาไวที่แตละดานของปริมาตรควบคุม 
หลักการของระเบียบวิธีปริมาตรอันตะ เร่ิมจากการดําเนินการเชิงปริพันธกับสมการควบคุมบน
ปริมาตรควบคุม จากนั้นแปลงปริพันธเชิงปริมาตรใหอยูในรูปปริพันธเชิงพื้นผิวโดยใชทฤษฎีของ
เกาส ซ่ึงจะไดสมการในรูปดังนี้ 
  
( ) ( )
S S
u ndS ndS S dφρφ φ Ω⋅ = Γ∇ ⋅ + Ω∫ ∫ ∫v v v      (4.1) 
 
เมื่อ φ เปนคุณสมบัติของการไหล uv  เปนเวคเตอรความเร็วของของไหล nv  เปนเวคเตอรหนึ่งหนวย
ในทิศทางพุงออกตั้งฉากกับพื้นผิว S เปนพื้นผิวของปริมาตรควบคุม Ω เปนปริมาตรของปริมาตร
ควบคุม Γ เปนพจนสัมประสิทธิ์การแพร และ Sφ เปนพจนแหลงกําเนิด จากนั้นพจนอนุพันธจะถูก
กระจายใหอยูในรูปพีชคณิต โดยใชกลวิธีการประมาณคาทางคณิตศาสตรเขาชวย สรางเปนสมการ
พีชคณิตสําหรับแตละโหนด โดยพจนการแพร (พจนแรกดานขวาของสมการ) จะถูกกระจายโดยใช
วิธีผลตางกลาง สวนพจนการพา (พจนดานซายของสมการ) ซ่ึงมีคุณสมบัติไมเชิงเสน จะถูกกระจาย
โดยใชวิธีผลตางตนลม วิธี TVD (Total Variation Diminishing) และตัวจํากัดฟลักซของ Van Leer 
(1977) ถูกใชเพื่อชวยใหการคํานวณมีเสถียรภาพขึ้น 
ขั้นตอนวิธี SIMPLE ถูกประยุกตเขาแกสมการสงถายทั้งหมดในที่นี้ การคํานวณเริ่มตนจาก
การกําหนดสนามคาเริ่มตนใหกับแตละตัวแปร จากนั้นสมการโมเมนตัมจะถูกแกเพื่อหาสนาม
ความเร็วความเร็วที่ไดจะถูกนําไปใชคํานวณหาฟลักซมวลผานผิวควบคุม เพื่อใชตรวจสอบความ
สอดคลองกับเงื่อนไขความสมดุลมวลตามหลักการความตอเนื่อง อยางไรก็ตาม ฟลักซมวลมักเกี่ยว
พันกับสนามความดันเสมออยางแยกกันไมออก ดวยเหตุผลที่วา ความดันที่แตกตางระหวางจุดสอง
จุดจะผลกัดันใหเกิดการเคลื่อนยายมวล การวางตัวแปรความเร็วและความดันไวที่ตําแหนงเดียวกัน
จึงอาจกอใหเกิดปญหาที่เรียกวา ปรากฏการณกระดานหมากรุก ขึ้นได ปรากฏการณนี้เปนความไม
สอดคลองกันระหวางสนามความเร็วและสนามความดัน ซ่ึงจะทําใหการคํานวณหาฟลักซมวลที่
ผานผิวควบคุมเกิดความไมสมจริง เพื่อหลีกเลี่ยงปญหาที่อาจเกิดขึ้นดังกลาว วิธีประมาณคาภายใน
ชวงของ Rhie and Chow (1983)     จะถูกนํามาผนวกเขาในขั้นตอนการคํานวณหาฟลักซมวล  
 
  72 
 
 
 
ในขั้นตอนวิธี SIMPLE สมการความตอเนื่องจะถูกแกผานทางสมการความดันแกไข ความไมสมดุล
มวลในแตละปริมาตรควบคุม (เกิดจากสนามความเร็วที่แกไดจากสมการโมเมนตัมยังไมสอดคลอง
กับการอนุรักษมวล) จะถูกใชเปนพจนแหลงกําเนิดในสมการความดันแกไข สนามความดันแกไขที่
แกไดจะถูกนําไปใชปรับแกไขสนามความดันและสนามความเร็ว หลังจากนั้น สมการสําหรับแบบ
จําลองความปนปวนและสมการสําหรับแบบจําลองความเปลี่ยนผานจะถูกแกตอ ตามลําดับ 
ในระหวางการแกวนซ้ําบนขั้นตอนวิธี SIMPLE (เรียกวาการวนซ้ําภายนอก) ระบบสมการ
พีชคณิตของแตละตัวแปรจะถูกแกโดยใชวิธี SIP (Strongly Implicit Procedure) ของ Stone (1968) 
ซ่ึงเปนวิธีที่ใหเสถียรภาพในการคํานวณและการลูเขาคอนขางดี ดวยการแกแบบวิธี SIP ระบบสม
การพีชคณิตของแตละตัวแปรจะถูกแกวนซ้ํา (เรียกวาการวนซ้ําภายใน) ดวยจํานวนรอบตามที่
กําหนด โดยตัวแปรของสมการโมเมนตัม ของสมการแบบจําลองความปนปวน และของสมการ
แบบจําลองความเปลี่ยนผาน จะกําหนดจํานวนรอบการวนซ้ําภายในเพียงรอบเดียว ซ่ึงเพียงพอ การ
กําหนดใหมีการวนซ้ําภายในหลายรอบ แมจะชวยใหผลเฉลยลูเขามากขึ้น แตดูเหมือนไมสงผลดตีอ
การคํานวณมากนัก เพราะเปนการลูเขาสูคาที่ยังไมถูกตอง ในทางตรงกันขาม กลับตองเสียเวลาใน
การคํานวณมากขึ้นโดยไมจําเปน การลูเขาสูคําตอบที่แทจริงคือ การลูเขาบนเงื่อนไขของการวนซ้ํา
ภายนอก ไมใชของการวนซ้ําภายในแตอยางใด สําหรับสมการความดันแกไข จํานวนรอบของกา
รวนซ้ําภายในกําหนดไวที่ 5-10 รอบ/รอบการวนซ้ําภายนอก ที่กําหนดใหมีจํานวนมากรอบเชนนี้
เพราะวา ความดันแกไขถูกใชในการปรับแกไขสนามความเร็วและสนามความดัน ซ่ึงตามนัยที่
เหมาะสมทางการปรับแก ตัวที่ใชปรับแกควรมีขนาดที่ไมเล็กจนเกินไป ทั้งนี้เพื่อใหตัวที่ถูกปรับแก
มีคาที่แตกตางจากคาเดิมพอสมควร ดังนั้น การวนซ้ําดวยจํานวนรอบที่มากขึ้น จึงชวยการันตีวาคาที่
ไดจะมีขนาดใหญเพียงพอตอการนําไปใชอยางพอเหมาะ ในแตละรอบการวนซ้ําภายนอก ตัวแปร
ทุกตัวจะถูกถวงน้ําหนักดวยตัวประกอบความหนวงต่ํา เพื่อชวยปองกันการกวัดแกวงของผลเฉลย 
ซ่ึงอาจทําใหผลเฉลยลูออกได ในที่นี้ใชคาความหนวงต่ําเทากับ 0.3 สําหรับตัวแปรความดันแกไข 
และคา 0.7 สําหรับตัวแปรที่เหลือ 
ในการคํานวณ กริดที่ใชเปนแบบ H-type ปริมาณและความหนาแนนของกริดที่ใชไดรับ
การทดสอบดวยความระมัดระวัง เพื่อตรวจสอบหาความเปนอิสระของผลเฉลยตอจํานวนกริด ใน
การตรวจสอบ ระยะของกริดทั้งสองแนวแกนจะถูกแบงครึ่ง เพื่อใหไดจํานวนกริดเพิ่มขึ้นสองเทา
และระยะกริดลดลงสองเทา จากนั้นกริดชุดดังกลาวจะถูกนําไปใชคํานวณหาผลเฉลย ดําเนินการ
เชนนี้กับกริดชุดตอไป จนกวาจะพบวาความถูกตองของผลเฉลยไมเปลี่ยนแปลง กริดชุดที่มีจํานวน
จุดนอยที่สุดและใหผลเฉลยถูกตองตามที่ตองการ จะเปนกริดชุดที่เหมาะสมและถูกนําไปใชงาน 
เพื่อใหการกระจายตัวของกริดมีความเหมาะสมกับการเปลี่ยนแปลงในแตละบริเวณ กริดจึงถูกจัด
วางเรียงกันดวยระยะหางที่ไมสม่ําเสมอ โดยกริดจะถูกสรางใหมีความหนาแนนมากขึ้นในบริเวณที่
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คาดวาจะมีการเปลี่ยนแปลงสูง ดังนั้น ในทิศทางขวางการไหล กริดจะถูกจัดวางเรียงกันอยางหนา
แนนในบริเวณใกลผนังซึ่งมีการเปลี่ยนแปลงสูง     และเพิ่มระยะหางขึ้นเรื่อย ๆ   จนถึงขอบบนของ
กระแสอิสระ โดยกริดจุดแรกที่อยูประชิดกับผนังจะถูกวางไวในตําแหนงที่ y+<1 สวนในทิศตาม
แนวการไหล กริดจะถูกสรางอยางหนาแนนบริเวณใกลปากทางเขาของผนัง และมีระยะหางเพิ่มขึ้น
เร่ือย ๆ จนถึงปลายทางออก 
 
4.2 กลวิธีการสรางกริด 
การแกสมการควบคุมการไหลซึ่งอยูในรูปสมการเชิงอนุพันธยอย โดยใชระเบียบวิธีเชิงตัว
เลขนั้น จําเปนตองนําสมการดังกลาวเขาสูกระบวนการของการประมาณคาพจนอนุพันธ การ
ประมาณคาดังกลาวคือ การแปลงพจนที่อยูในรูปอนุพันธยอยใหเปนพจนในรูปผลตางอันตะ ซ่ึงผล
จากการแปลงจะทําใหไดสมการรูปแบบที่เรียกวา สมการพีชคณิต ซ่ึงจะถูกนําไปเขากระบวนการ
แกหาคาผลเฉลยบนตําแหนงที่สนใจในโดเมน ซ่ึงตําแหนงดังกลาวเรียกวา กริด ดวยเหตุนี้ การ
สรางกริดที่เหมาะสมและถูกตองใหกับสนามการไหลจึงเปนสิ่งจําเปนอยางยิ่ง เพราะกริดเกี่ยวของ
อยางมากตอเสถียรภาพของการคํานวณและความถูกตองของผลเฉลยที่จะไดรับ โดยทั่วไปลักษณะ
ของกริดมี 2 แบบ คือ กริดแบบโครงสราง เปนกริดที่เมื่อระบุจุดกริดแลวสามารถอางอิงไปหาเสนก
ริดได การกระจายตัวของจุดกริดบนเสนกริดเปนไปอยางมีแบบแผน กริดชนิดนี้จะถูกนํามาประยุกต
ใชในที่นี้ สวนกริดอีกรูปแบบหนึ่งคือ กริดแบบไรโครงสราง เปนกริดที่ไมสามารถอางอิงความ
สัมพันธระหวางจุดกริดกับเสนกริด เนื่องดวยลักษณะโครงสรางของเสนกริดเปนไปอยางไมมีแบบ
แผน ไมสามารถระบุไดชัดวามีการลากเชื่อมไปสูจุดใดและสิ้นสุดที่จุดใด กริดลักษณะนี้มักมีรูป
ทรงเปนสามเหลี่ยม หกเหลี่ยม หรือแปดเหลี่ยม การสรางมีความยุงยากและการนําไปประยุกตใช
งานตองอาศัยความเขาใจในเรื่องการเก็บขอมูล ดังนั้น จึงไมขอนําเสนอรายละเอียดไวในที่นี้ 
 
 
 
รูปที่ 4.1 โดเมนกายภาพ (ซาย) และโดเมนการคณนา (ขวา) 
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โดยทั่วไปแลว สมการควบคุมการไหลมักถูกสังเคราะหบนพิกัดมาตรฐาน ไดแก พิกัดฉาก 
พิกัดทรงกระบอก พิกัดทรงกลม ในกรณีที่โดเมนกายภาพของปญหามีรูปทรงเปนสี่เหล่ียมมุมฉาก 
การแบงโดเมนดังกลาวออกเปนสวนยอย ที่เรียกวา ปริมาตรควบคุม โดยใชกริดสี่เหล่ียมมุมฉากจึง
เหมาะสมและทําไดงาย อีกทั้งยังชวยใหการแกสมการทําไดงาย เพราะไมตองปรับแปลงตัวสมการ 
อยางไรก็ตาม ในความเปนจริงรูปทรงของปญหาที่สนใจวิเคราะหสวนใหญมกัมีสวนที่โคงงอรวม
อยูดวย ไมเปนสี่เหล่ียมมุมฉากตามที่ตองการ การสรางกริดแบบสี่เหล่ียมมุมฉากครอบลงบนโดเมน
ที่มีรูปทรงไมเปนสี่เหล่ียมมุมฉากนั้น แมสามารถทําไดในทางปฏิบัติ แตมักประสบความยุงยากตาม
มาอีกมากมาย อันเนื่องมาจากความไมลงรอยกันพอดีระหวางขอบของปญหากับเสนกริดที่สราง
ครอบ กลาวคือ อาจมีกริดบางจุดที่ถูกจัดวางเขาไปในเนื้อของวัตถุ (อยูนอกขอบของโดเมนที่
พิจารณา) สงผลใหตองอาศัยการประมาณคาเขาชวยในการจัดการกับเงื่อนไขขอบ ซ่ึงหากจัดการได
ไมดีพอ ก็จะสงผลกระทบตอเนื่องไปถึงความถูกตองของผลเฉลยที่จะไดรับ เพราะเปนที่ทราบกันดี
วา เงื่อนไขขอบมีความสําคัญเปนอยางมากตอการวิเคราะหปญหาการไหล นอกจากนี้ ความไมลง
รอยกันดังกลาวยังทําใหระยะกริดที่บริเวณประชิดขอบมีขนาดไมเทากัน ซ่ึงสงผลใหการประยุกต
สมการควบคุมในโปรแกรมคอมพิวเตอรมีความยุงยากมากขึ้น  
ปญหาดังกลาวแกไขไดโดยการสรางเสนกริดใหหักงอไปตามรูปทรงของโดเมน โดยจุด 
กริดขอบจะถูกวางแนบชิดไปบนขอบโดเมน สวนเสนกริดภายในจะอาศัยการเฉลี่ยระหวางกริด
ขอบสองเสนที่อยูตรงขามกัน กริดชนิดนี้เรียกวา กริดพิกัดวัตถุ ดังแสดงในรูปที่ 4-1 (ซาย) ขอดอย
ของการสรางกริดในรูปแบบนี้คือ กริดที่ไดจะมีรูปทรงไมเปนสี่เหล่ียมมุมฉาก สงผลใหตองสราง
โปรแกรมคอมพิวเตอรขึ้นรองรับการคํานวณบนกริดลักษณะดังกลาว นอกจากนี้ กรณีที่รูปทรงของ
โดเมนมีการเปลี่ยนแปลงอยางทันทีทันใด เสนกริดที่สรางขึ้นในบริเวณดังกลาวนี้จะคอนขางมีความ
ชันสูง บางเสนอาจถูกลากตดัเขาไปในเนื้อวัตถุ เชน ชวง 2-3 ในรูปที่ 4-1 (ซาย) สภาวการณเชนนี้จะ
สงผลกระทบตอความถูกตองและเสถียรภาพของการคํานวณ แนวทางหนึ่งที่สามารถจัดการกับ
ปญหาดังกลาวไดคือ การแปลงปริภูมิ (รายละเอียดนําเสนอไวในหัวขอ 4.3) ดวยวิธีการนี้ รูปทรง
ของโดเมนกายภาพจะถูกแปลงเปนสี่เหล่ียมมุมฉากโดยอาศัยการหมุนและการยืด โดเมนใหมที่ได
เรียกวา โดเมนการคณนา (รูปที่ 4.1 (ขวา)) บนโดเมนดังกลาวนี้ กริดจะมีรูปทรงเปนสี่เหล่ียมมุม
ฉากสอดรับกับลักษณะของโดเมนใหม เสนกริดและจุดกริดมีจํานวนเทาเดิมเหมือนบนโดเมนกอน
การแปลง ระยะกริดมักถูกกําหนดใหมีความสม่ําเสมอเพื่อใหสะดวกตอการนําไปประยุกตใช ซ่ึง
โดยทั่วไปนิยมกําหนดให ∆η=∆ξ=1 อยางไรก็ตาม กริดอาจเปนแบบไมสม่ําเสมอและระยะกริดอาจ
ไมเทากับ 1 ก็ได ขอเพียงใหรูปทรงของกริดเปนสี่เหล่ียมมุมฉาก กลวีธิในการสรางกริดตามที่กลาว
มาขางตนนี้ จะถูกนําไปประยุกตใชในงานวิจัยที่นี้ 
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4.3 ปริภูมิและการแปลง 
วิธีการแปลงปริภูมินั้น แรกเริ่มถูกพัฒนาขึ้นเพื่อใชกับระเบียบวิธีผลตางอันตะ ดวยเหตุผล
ความจําเปนที่วา เราไมสามารถแกสมการควบคุมการไหลไดโดยตรง โดยใชระเบียบวิธีเชิงตัวเลข
ผลตางอันตะในบริบทของกริดแบบไมเปนสี่เหล่ียมมุมฉากได (Anderson, 1995) ดวยวิธีการแปลงนี้ 
ปริภูมิของโดเมนกายภาพจะถูกแปลงไปเปนปริภูมิของโดเมนการคณนา สงผลใหกริดเชิงเสนโคง
ในปริภูมิกายภาพ (x, y) ถูกแปลงไปเปนกริดสี่เหล่ียมมุมฉากในปริภูมิการคณนา (ξ, η) ดวยเชนกัน 
กลวิธีในการแปลงสามารถทําได 2 แบบ คือ การแปลงตรง และ การแปลงผกผัน ในที่นี้ วิธีแปลงผก
ผันจะถูกนํามาประยุกตใช ดวยเหตุผลทางดานการโปรแกรมคอมพิวเตอร  
สําหรับสมการควบคุมการไหลในรูปการพา-การแพรของคุณสมบัติ φ การผนวกวิธีแปลง
ตรงเขากับสมการ จะทําใหไดสมการในรูปแบบดังนี้  
 
u v S Sφ φ φ φ
ρ φ ρ φ φ φα λξ η ξ ξ η η
⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂+ = Γ + Γ + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
% % %  (4-2) 
 
เมื่อ u u v
x y
ξ ξ∂ ∂= +∂ ∂% , v u vx y
η η∂ ∂= +∂ ∂% , 
22
x y
ξ ξα ⎛ ⎞∂ ∂⎛ ⎞= + ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠  และ 
22
x y
η ηλ ⎛ ⎞∂ ∂⎛ ⎞= + ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠  
สวนการแปลงผกผันจะทําใหไดสมการในรูปแบบดังนี้ 
 
u v JS JS
J J
φ φ
φ φ
α λρ φ ρ φ φ φ
ξ η ξ ξ η η
⎡ ⎤Γ Γ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂+ = + + +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
% % %  (4-3) 
 
เมื่อ  y xu u vη η
∂ ∂= −∂ ∂% , 
y xv u vξ ξ
∂ ∂= − +∂ ∂% , 
2 2
x yα η η
⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠  และ 
2 2
x yλ ξ ξ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠   
ซ่ึงรายละเอียดอธิบายไวในหัวขอ 4.4 อยางไรก็ตาม ในความเห็นของผูวิจัยแลว วิธีแปลงตรงไม
สะดวกตอการนําไปทําการโปรแกรม เพราะสมการหลัก (สมการที่ (4-2)) นอกจากจะมีพจน
อนุพันธที่เทียบกับพิกัด (ξ, η) แลว ยังปรากฏพจนอนุพันธที่เทียบกับพิกัด (x, y) แทรกรวมอยูดวย 
นั่นหมายความวา ทั้งพิกัด (x, y) และพิกัด (ξ, η)  ตางแสดงบทบาทเปนตัวแปรอิสระทั้งคู (เพราะถูก
หาอนุพันธเทียบ) ซ่ึงรูปการที่ก้ํากึ่งเชนนี้อาจสรางความสับสนไดไมนอย เพราะในบริบทของการ
แกสมการควบคุมการไหลแลว ตัวแปรอิสระควรมีเพียงชุดเดียว คือ พิกัดของปริภูมิที่แกหาผลเฉลย 
สําหรับสมการที่ไดจากการแปลงผกผัน (สมการที่ (4-3)) ทุกพจนในสมการอยูในรูปของอนุพันธที่
  76 
 
 
 
เทียบกับพิกัด (ξ, η) ซ่ึงเปนตัวแปรอิสระเพียงชุดเดียว สวนพิกัด x และ y ถูกมองวาเปนตัวแปรตาม
เชนเดียวกับตัวแปรการไหลอื่น อาทิ ความเร็ว ความดัน เปนตน ดังนั้น  วิธีนี้จึงดูสอดคลองกับความ 
เขาใจพื้นฐาน กอใหเกิดความรูสึกเปนหนึ่งเดียวและไมสับสน  
ดังที่กลาวมาขางตน วิธีแปลงผกผันจะมองพิกัด x และ y ซ่ึงเดิมเปนตัวแปรอิสระบนปริภูมิ
กายภาพ ใหเปนตัวแปรตามในปริภูมิการคณนา ความเชื่อมโยงระหวางปริภูมิสามารถเขียนได ดังนี้ 
 
( , )x x ξ η= ; ( , )y y ξ η=  (4-4a, b) 
 
จากกฎลูกโซ ความสัมพันธของอนุพันธที่เทียบกับพิกัดบนปริภูมิการคณนา สามารถเชื่อมโยงกับ
ปริภูมิกายภาพ ไดดังนี้ 
 
x y
x yξ ξ ξ
∂ ∂ ∂ ∂ ∂= +∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ; 
x y
x yη η η
∂ ∂ ∂ ∂ ∂= +∂ ∂ ∂ ∂ ∂  (4-5a, b) 
 
สมการที่ (4-5a, b) มีตัวแปรอิสระคือ ξ และ η โดย x และ y ถูกมองวาเปนตัวแปรตาม เพราะฉะนั้น 
พจนที่ไมทราบคามีสองตัวคือ ∂/∂x และ ∂/∂y โดยการใชกฎของ Cramer แกหาคา ไดผลเปนดังนี้ 
 
1 1
y
y y
yx J J
ξ ξ
ξ η η ξ
η η
∂ ∂
∂ ∂ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂= = −⎜ ⎟∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
∂ ∂
  (4-6a) 
 
1 1
x
x x
xy J J
ξ ξ
η ξ ξ η
η η
∂ ∂
∂ ∂ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂= = −⎜ ⎟∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
∂ ∂
 (4-6b) 
 
จะเห็นไดวา พจนของอนุพันธที่เทียบกับพิกัดบนปริภูมิกายภาพ ถูกแปลงใหกลายเปนพจนในรูป
ของอนุพันธที่เทียบกับพิกัดบนปริภูมิการคณนา โดยพจน ∂x/∂η, ∂y/∂η, ∂x/∂ξ, และ ∂y/∂ξ เรียกวา 
เมตริกซผกผัน นอกจากนี้ยังมีพจนจาโคเบียน J ซ่ึงหาคาไดจาก 
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( , )
( , )
x y
x y x y x yJ
x y
ξ ξ
ξ η ξ η η ξ
η η
∂ ∂
∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂= = = −∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂
 (4-7) 
 
สําหรับสมการควบคุมการไหลที่พิจารณาผลกระทบจากความหนืด พจนความหนืดที่
ปรากฏในสมการซึ่งอยูในรูปอนุพันธอันดับที่สอง อาทิเชน ∂(µ∂φ/∂η)/∂x ดังนั้นจึงจําเปนตองสราง
รูปแบบการแปลงสําหรับพจนอนุพันธดังกลาว ซ่ึงสามารถหาไดดังนี้ 
 
2
2
1
1
1
y y y
J
x x x J y y y
J
ξ ξ η η ξ η
η ξ η η ξ ξ
⎧ ⎫⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂−⎪ ⎪⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠∂ ∂ ∂ ⎪ ⎪⎣ ⎦⎛ ⎞= = ⎨ ⎬⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎪ ⎪− −⎢ ⎥⎜ ⎟⎪ ⎪∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎣ ⎦⎩ ⎭
  (4-8) 
 
อาศัยความสัมพันธทางแคลคูลัส พจนในวงเล็บปกกาของสมการที่ (4-8) สามารถกระจายไดเปน 
 
1 1 1y y y y y y
J J Jξ ξ η η ξ ξ η η ξ η ξ η
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂= ⋅ − ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠  (4-9a) 
 
1 1 1y y y y y y
J J Jξ η ξ η ξ η ξ η η ξ ξ η
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂= ⋅ − ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠  (4-9b) 
 
1 1 1y y y y y y
J J Jη ξ η ξ η ξ η ξ ξ η η ξ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂= ⋅ − ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠  (4-9c) 
 
1 1 1y y y y y y
J J Jη η ξ ξ η η ξ ξ η ξ η ξ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂= ⋅ − ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠  (4-9d) 
 
เมื่อนําทุกพจนรวมเขาดวยกันตามสมการที่ (4-8) ก็จะไดรูปแบบสําหรับพจนอนุพันธอันดับที่สองที่
เทียบกับพิกัด x ดังนี้ 
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2
2
1 1
1
1 1
y y y y
J J
x J y y y y
J J
ξ ξ η η ξ η ξ η
η ξ η ξ η η ξ ξ
⎧ ⎫⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⋅ − ⋅⎪ ⎪⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠∂ ⎪ ⎪⎦= ⎨ ⎬∂ ⎡ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎪ ⎪− ⋅ − ⋅⎢ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪ ⎪∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣⎩ ⎭
    (4-10) 
 
ดวยแนวทางเดียวกัน อนุพันธอันดับที่สองที่เทียบกับ y ในรูป ∂2/∂y2 และอนุพันธผสมที่เทียบกับ x 
และ y ในรูป ∂2/∂x∂y ก็สามารถสังเคราะหรูปแบบไดเปนตามลําดับ ดังนี้ 
 
2
2
1 1
1
1 1
x x x x
J J
y J x x x x
J J
η η ξ ξ η ξ η ξ
ξ η ξ η ξ ξ η η
⎧ ⎫⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⋅ − ⋅⎪ ⎪⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠∂ ⎪ ⎪⎣ ⎦= ⎨ ⎬∂ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎪ ⎪− ⋅ − ⋅⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪ ⎪∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦⎩ ⎭
 (4-11) 
 
2
1 1
1
1 1
x y x y
J J
x y J x y x y
J J
ξ η ξ η ξ ξ η η
η η ξ ξ η ξ η ξ
⎧ ⎫⎤⎡ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⋅ − ⋅⎪ ⎪⎥⎢ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎪ ⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎥∂ ⎣ ⎦= ⎨ ⎬∂ ∂ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ ⎪∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂− ⋅ − ⋅⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪ ⎪∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦⎩ ⎭
   (4-12) 
 
  รูปแบบการแปลงอนุพันธที่สังเคราะหไดขางตนนี้ จะถูกนําไปประยุกตใชกับการแปลงสม
การควบคุมการไหล เพื่อใหไดสมการในรูปแบบที่เทียบกับพิกัดบนปริภูมิการคณนา รายละเอียด
ของการแปลงนําเสนอไวในหัวขอถัดไป 
 
4.4 การแปลงปริภูมิของสมการควบคุมการไหล 
ในงานวิจัยนี้ การแปลงผกผันถูกนํามาปรับใชกับระเบียบวิธีปริมาตรอันตะ สําหรับสมการ
ควบคุมการไหล 2 มิติ ซ่ึงเทาที่ทราบยังไมปรากฏวามีผูใดประยุกตใชแนวทางนี้ (ที่ปรากฏกอนหนา
นี้เปนการใชวิธีแปลงตรง โดย บุญลือ และ เอกชัย 2544) อาจดวยเหตุผลที่วา ในบริบทของระเบียบ
วิธีปริมาตรอันตะ มักถูกออกแบบใหสามารถรองรับการคํานวณบนกริดแบบไมตั้งฉาก หรือแมแต
บนกริดแบบไรโครงสรางไดโดยตรง โดยไมจําเปนตองทําการแปลงปริภูมิ แตอยางไรก็ตาม มูลเหตุ
จูงใจที่ผูวิจัยยังคงตองการใชการแปลงปริภูมิในการแกปญหาในที่นี้ คือ เพื่อตองการแสดงใหเห็นวา 
แนวทางดังกลาวสามารถประยุกตใชไดผลกับระเบียบวิธีปริมาตรอันตะเชนกัน    โดยเฉพาะอยางยิ่ง 
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เมื่อประยุกตเขากับสมการความดันแกไขของขั้นตอนวิธี SIMPLE จะพบประเด็นที่นาสนใจหลาย
ประการ ซ่ึงที่ผานมาสมการความดันแกไขในรูปที่ถูกแปลงยังไมปรากฏใหเห็น ดังนั้น จึงเปน
โอกาสอันดีที่ผูวิจัยจะไดนําเสนอรายละเอียดดังกลาวในที่นี้  
บนสมมุติฐานของการไหลแบบคงตัว 2 มิติ สมการควบคุมการไหลไมวาจะเปน สมการ
การไหลเฉลี่ย สมการความตอเนื่อง สมการสําหรับแบบจําลองความปนปวน และสมการสําหรับ
แบบจําลองความเปลี่ยนผาน สามารถเขียนใหอยูในรูปทั่วไปของสมการสงถายคุณสมบัติ φ ไดดังนี้  
 
u v S
x y x x y yφ φ φ
ρ φ ρ φ φ φ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞+ = Γ + Γ +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠  (4-13) 
 
เมื่อ φ เปนคุณสมบัติการไหล u และ v เปนองคประกอบความเร็วในทิศทาง x และ y ตามลําดับ และ 
Γ เปนสัมประสิทธิ์การแพร พจนดานซายของสมการเปนพจนการพา สองพจนแรกดานขวาของสม
การเปนพจนการแพร พจนสุดทายดานขวาของสมการเปนพจนแหลงกําเนิด พจนการพาซึ่งเปน
พจนอนุพันธอันดับที่หนึ่ง สามารถแปลงไดดังนี้ 
 
1u u y u y
x J
ρ φ ρ φ ρ φ
ξ η η ξ
⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂= −⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦
 (4-14a) 
 
1v v x v x
y J
ρ φ ρ φ ρ φ
η ξ ξ η
⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂= −⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦
 (4-14b) 
 
สําหรับพจนการแพรซ่ึงเปนพจนอนุพันธอันดับที่สอง สามารถแปลงไดดังนี้ 
 
1
y y y
J J
x x J y y y
J J
φ φ
φ
φ φ
φ φ
ξ ξ η η ξ ηφ
φ φ
η ξ η η ξ ξ
⎡ ⎤Γ Γ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂−⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ⎝ ⎠⎛ ⎞ ⎢ ⎥Γ =⎜ ⎟ ⎢ ⎥∂ ∂ Γ Γ⎝ ⎠ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥− −⎜ ⎟⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎣ ⎦
 (4-15a) 
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1
x x x
J J
y y J x x x
J J
φ φ
φ
φ φ
φ φ
η η ξ ξ η ξφ
φ φ
ξ η ξ ξ η η
⎡ ⎤Γ Γ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂−⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞∂ ∂ ⎝ ⎠⎢ ⎥Γ =⎜ ⎟ ⎢ ⎥∂ ∂ Γ Γ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎢ ⎥− −⎜ ⎟⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎣ ⎦
 (4-15b) 
 
จากความสัมพันธทางแคลคูลัส สามารถกระจายพจนในสมการที่ (4-14) ไดดังนี้ 
 
2u y y yu uρ φ ρ φ ρ φξ η ξ η ξ η
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂= −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠  (4-16a) 
 
2u y y yu uρ φ ρ φ ρ φη ξ η ξ ξ η
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂= −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠  (4-16b) 
 
2v x x xv vρ φ ρ φ ρ φη ξ η ξ ξ η
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂= −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠  (4-16c) 
 
2v x x xv vρ φ ρ φ ρ φξ η ξ η ξ η
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂= −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠  (4-16d) 
 
ทํานองเดียวกัน สามารถกระจายพจนในสมการที่ (4-15) ไดดังนี้ 
 
2y y y y y y
J J J
φ φ φφ φ φ
ξ ξ η η ξ ξ η η ξ η ξ η
Γ Γ Γ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂= ⋅ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 (4-17a) 
 
2y y y y y y
J J J
φ φ φφ φ φ
ξ η ξ η ξ η ξ η η ξ ξ η
Γ Γ Γ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂= ⋅ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 (4-17b) 
 
2y y y y y y
J J J
φ φ φφ φ φ
η ξ η ξ η ξ η ξ ξ η ξ η
Γ Γ Γ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂= ⋅ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 (4-17c) 
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2y y y y y y
J J J
φ φ φφ φ φ
η η ξ ξ η η ξ ξ η ξ ξ η
Γ Γ Γ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂= ⋅ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 (4-17d) 
 
2x x x x x x
J J J
φ φ φφ φ φ
η η ξ ξ η η ξ ξ η ξ ξ η
Γ Γ Γ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂= ⋅ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 (4-17e) 
 
2x x x x x x
J J J
φ φ φφ φ φ
η ξ η ξ η ξ η ξ ξ η ξ η
Γ Γ Γ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂= ⋅ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 (4-17f) 
 
2x x x x x x
J J J
φ φ φφ φ φ
ξ η ξ η ξ η ξ η η ξ ξ η
Γ Γ Γ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂= ⋅ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 (4-17g) 
 
2x x x x x x
J J J
φ φ φφ φ φ
ξ ξ η η ξ ξ η η ξ η ξ η
Γ Γ Γ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂= ⋅ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 (4-17h) 
 
สําหรับพจนแหลงกําเนิด Sφ นั้น แมองคประกอบภายในจะมีรูปเปนพจนอนุพันธ แตการแปลงจะ
ไมดําเนินการตามแนวทางเดียวกับพจนการพา หรือพจนการแพร เพราะการแปลงพจนแหลงกําเนิด
ทําไดโดยตรงโดยการคูณดวยจาโคเบียน  
จากสมการที่ (14-16) และ (14-17) นําไปแทนในสมการที่ (4-13) ไดเปน 
 
u v JS JS
J J
φ φ
φ φ
α λρ φ ρ φ φ φ
ξ η ξ ξ η η
⎡ ⎤Γ Γ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂+ = + + +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
% % %  (4-18) 
 
เมื่อ y xu u vη η
∂ ∂= −∂ ∂% ,  
y xv u vξ ξ
∂ ∂= − +∂ ∂% ,  
x x y yα η η η η
∂ ∂ ∂ ∂= +∂ ∂ ∂ ∂ ,  
x x y yλ ξ ξ ξ ξ
∂ ∂ ∂ ∂= +∂ ∂ ∂ ∂  
x x y yβ ξ η ξ η
∂ ∂ ∂ ∂= +∂ ∂ ∂ ∂  และ 
1S
J J J
φ φ
φ
β βφ φ
ξ η η ξ
⎡ ⎤Γ Γ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂= − +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
%   
สมการที่ (4-18) เปนสมการการสงถายคุณสมบัติของไหลที่ถูกแปลงไปอยูบนปริภูมิการคณนา ซ่ึง
จะเห็นไดวามีรูปแบบที่คลายกับสมการรูปดั้งเดิมที่อยูบนปริภูมิกายภาพ โดยมีพจน Sφ ซ่ึงมีรูปเปน
อนุพันธผสมเพิ่มเติมขึ้นมา พจนดังกลาวนี้เปนผลที่เหลือมาจากการแปลงพจนการแพร เปนพจนที่
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ไมสามารถจัดเขาพวกกับพจนอ่ืนได จึงถูกจัดใหเปนพจนแหลงกําเนิด ในกรณีที่กริดเปนสี่เหล่ียม
มุมฉากพจนนี้จะมีคาเปนศูนย แตในกรณีที่กริดไมเปนสี่เหล่ียมมุมฉาก มันจะเปนไดทั้งคาบวกและ
คาลบ ทั้งนี้เพราะพจนสัมประสิทธิ์ β มีคาไดทั้งบวกและลบ ซ่ึงตางจาก α และ λ ซ่ึงมีคาเปนบวก
เสมอ ในขั้นตอนการโปรแกรมคอมพิวเตอร พจน Sφ จะถูกตรวจสอบคาอยางใกลชิดในทุก ๆ จุด
บนโดเมน เพราะอาจมีสวนอยางมากตอการเสียเสถียรภาพการคํานวณ หากตรวจพบวามีคาเปนบวก 
ก็จะถูกจัดใหเปนพจนแหลงกําเนิด และถูกรวมเขากับพจนแหลงกําเนิด Sφ  แตหากตรวจพบวามีคา
เปนลบ ก็จะถูกยายไปรวมเขากับพจนสัมประสิทธิ์กลาง ap เพื่อสรางใหเมตริกซการคํานวณมีความ
เดนในแนวทแยง ชวยสงเสริมใหการคํานวณมีเสถียรภาพดีขึ้น สําหรับพจนการแพร มันถูกแปลงให
อยูในรูปเมตริกซผกผันและจาโคเบียน สวนพจนการพาถูกแปลงใหอยูในรูปองคประกอบความเร็ว
ไมแปรเปลี่ยน u และ v  ซ่ึงพจนที่ประกอบดวยความเร็วนี้มักเรียกวา พจนความโคง พจนการพาใน
รูปแบบที่ถูกแปลงแลวนั้น หากมองเปลือกนอกในรูปความเร็วไมแปรเปลี่ยน u และ v  จะเปนพจน
อนุพันธอันดับที่หนึ่ง แตหากมองในรูปขององคประกอบความเร็วเดิม u และ v จะเปนพจนอนุพันธ
อันดับที่สอง ซ่ึงมีความยากคอนขางมากในการประมาณคาใหมีความถูกตอง  
ขอดีของการแปลงปริภูมิคือ ปญหาถูกผองถายไปแกบนโดเมนการคณนาซึ่งมีรูปทรงสี่
เหล่ียมมุมฉาก แทนการแกโดยตรงบนโดเมนกายภาพที่มีรูปทรงบิดเบี้ยว ดังนั้น จุดกริดที่ขอบจึงถูก
วางไวอยางลงตัวกับขอบของโดเมนที่แก ชวยใหการแกปญหาและการกําหนดเงื่อนไขขอบทําได
งายและสะดวกมากขึ้น แตอยางไรก็ตาม ผลจากการแปลงจะทําใหสมการควบคุมที่ตองแกมีรูปที่ซับ
ซอนขึ้นเปนอยางมาก ขอสังเกตเมื่อใชวิธีการแปลง คือ สมการควบคุมหลังถูกแปลงแลวจะตอง
มีความสมมูลหรือความสัมพันธยอนกลับไปสูรูปแบบของสมการควบคุมกอนการแปลงได  
 
4.5 การแปลงสมการควบคุมการไหลบนพื้นฐานระเบียบวิธีปริมาตรอันตะ 
จากสมการในรูปแบบที่แปลงแลว เมื่อนํามาประยุกตเขากับโดเมนการคณนาบนระบบพิกัด
ใหม ξ  และ η  ตามขั้นตอนของระเบียบวิธีปริมาตรอันตะ ซ่ึงทําไดโดยการดําเนินการเชิงปริพันธ
กับสมการควบคุมบนปริมาตรควบคุม dV=dξdη ของปริภูมิการคณนา ดังนี้ 
      
( )
n e n e
s w s w
V
u v d d d d
J J
S S JdV
φ φ
φ φ
α λρ φ ρ φ φ φξ η ξ ηξ η ξ ξ η η
⎡ ⎤Γ Γ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂+ = +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
+ +
∫ ∫ ∫ ∫
∫
% %
%
 (4-19) 
 
เมื่อ w, e, s, n แทนดานของปริมาตรควบคุมดานซาย ดานขวา ดานลาง และดานบน ตามลําดับ  
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หากพิจารณาความสมมูลกันระหวางสมการกอนการแปลง (สมการที่ (4-1)) และหลังการ
แปลง (สมการที่ (4-19)) จะพบวา ปริมาตรควบคุมบนปริภูมิกายภาพ จะสมมูลกับปริมาตรควบคุม
บนปริภูมิการคณนาคูณดวยจาโคเบียน นั่นคือ dΩ=JdV หรือ dxdy=Jdξdη ผลจากสมการที่ (4-19) 
รวมกับแผนวิธีการประมาณคา จะทําใหไดสมการในรูปพีชคณิตดังนี้ 
 
( ) ( )
( ) ( )
e e w w n n s s e E P w P W
n N P s P S
F F F F D D
D D S Vφ
φ φ φ φ φ φ φ φ
φ φ φ φ
− + − = − − − +
− − − + ∆ %    (4-20) 
 
เมื่อ V =J∆V=J∆ξ∆η พจนดานซายของสมการเปนฟลักซการพา อยูในรูปสัมประสิทธิ์ฟลักซการพา 
F คูณกับคาเฉลี่ยของคุณสมบัติการไหลที่แตละดานของปริมาตรควบคุม พจนดานขวาของสมการ 
(ไมรวมพจนสุดทาย) เปนฟลักซการแพร อยูในรูปสัมประสิทธิ์ฟลักซการแพร D คูณกับผลตางของ
คุณสมบัติการไหลที่โหนดกลางกับโหนดขางเคียงถัดไป พจนสุดทายดานขวาของสมการ เปนพจน
แหลงกําเนิดซึ่งอยูในรูปคาเฉลี่ยคูณดวยปริมาตรควบคุม โดยสัมประสิทธิ์ F และ D มีรูปเปนดังนี้ 
 
( )w wF uρ η= ∆% ;      ( )e eF uρ η= ∆% ;     ( )s sF vρ ξ= ∆% ;     ( )n nF vρ ξ= ∆%   (4-21a-d) 
 
w
w
D
J
φα η
ξ
Γ ∆⎛ ⎞= ⎜ ⎟∆⎝ ⎠
; e
e
D
J
φα η
ξ
Γ ∆⎛ ⎞= ⎜ ⎟∆⎝ ⎠
; s
s
D
J
φλ ξ
η
Γ ∆⎛ ⎞= ⎜ ⎟∆⎝ ⎠
; n
n
D
J
φλ ξ
η
Γ ∆⎛ ⎞= ⎜ ⎟∆⎝ ⎠
 (4-22a-d) 
 
ประยุกตใชการประมาณคาแบบผลตางตนลมกับพจนฟลักซการพา สมการที่ (4-20) สามารถเขียน
ใหอยูในรูปสมการพีชคณิตไดดังนี้ 
 
P P W W E E S S N Na a a a a S Vφφ φ φ φ φ= + + + + ∆ %  (4-23) 
 
โดยสัญลักษณลาง P, W, E, S, N แทนตําแหนงโหนดกลาง และโหนดขางเคียงดานซาย ดานขวา 
ดานลาง และดานบน ตามลําดับ สัมประสิทธิ์ a สําหรับแตละตําแหนงดังกลาวมีรูปเปนดังนี้ 
 
max( ,0)W w wa D F= + ;  min( ,0)E e ea D F= − ;   
max( ,0)S s sa D F= + ;    min( ,0)N n na D F= − ;  P W E S Na a a a a= + + +  (4-24a-e) 
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4.6 การแปลงสมการความดันแกไข 
บนหลักการของขั้นตอนวิธี SIMPLE สนามความดันสามารถหาไดจากการแกสมการความ
ดันแกไข สมการดังกลาวไดจากการนําความเร็วแกไข u′ และ v′ ซ่ึงอยูในรูปฟงกชันของความดัน
แกไข p′ ที่ไดจากสมการโมเมนตัม ไปแทนคาในสมการความตอเนื่อง สมการความดันแกไขถูก
สรางขึ้นบนพื้นฐานของการประมาณคาแบบผลตางกลาง ในรูปแบบของสมการปวสซอง ซ่ึงตาง
จากสมการสงถายคุณสมบัติตัวอ่ืนที่อยูในรูปสมการการพา-การแพร ดวยเหตุนี้ การแปลงสมการ
ความดันแกไข จากปริภูมิกายภาพไปสูปริภูมิการคณนา จึงจําเปนตองใชความรอบคอบในการ
สังเคราะหสมการ ซ่ึงกระบวนการดังกลาวเริ่มตนจากสมการความตอเนื่องดังนี้ 
 
( ) ( ) 0u v u v
x y
ρ ρ ρ ρ
ξ η
∂ ∂ ∂ ∂+ = + =∂ ∂ ∂ ∂
% %  (4-25) 
 
จากสมการที่ (4-25) จะเห็นไดวา สมการประกอบดวยพจนความเร็วไมแปรเปลี่ยน u และ v  ซ่ึงพจน 
ดังกลาวมีรูปตามสมการที่ (4-19) บนหลักการของวิธี SIMPLE พจนความเร็วแกไขที่ลดรูปไดจาก
สมการโมเมนตัม มีรูปเปนดังนี้ 
 
1 1 1
u u
P P
p p y p yu V
a x a J ξ η η ξ
′ ′ ′⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞′ = − ∆Ω = − − ∆⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
%  (4-26a) 
 
1 1 1
v v
P P
p p x p xv V
a y a J η ξ ξ η
′ ′ ′⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂′ = − ∆Ω = − − ∆⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠
%  (4-26b) 
 
เมื่อ Ω=∆x∆y เปนปริมาตรบนปริภูมิกายภาพ และ V =J∆ξ∆η หากกําหนด u* เปนความเร็วคา
ประมาณ และ u′ เปนความเร็วคาแกไข จะไดความสัมพันธสําหรับความเร็วคาที่ถูกตอง ดังนี้ 
 
1 1
u
P
p y p yu u u u V
a J ξ η η ξ
∗ ∗ ′ ′⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂′= + = − − ∆⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
%  (4-27a) 
 
1 1
v
P
p x p xv v v v V
a J η ξ ξ η
∗ ∗ ′ ′⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂′= + = − − ∆⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
%  (4-27b) 
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แทนคาสมการที่ (4-27a, b) ลงในสมการสมการที่ (4-19a, b) จะได 
 
1 1
1 1
u
P
v
P
p y p y yu u V
a J
p x p x xv V
a J
ξ η η ξ η
η ξ ξ η η
∗
∗
⎡ ⎤′ ′⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂= − − ∆ −⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎣ ⎦
⎡ ⎤′ ′⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂− − ∆⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎣ ⎦
%%
%
 (4-28b) 
 
1 1
1 1
u
P
v
P
p y p y yv u V
a J
p x p x xv V
a J
ξ η η ξ ξ
η ξ ξ η ξ
∗
∗
⎡ ⎤′ ′⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂= − − − ∆ +⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎣ ⎦
⎡ ⎤′ ′⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂− − ∆⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎣ ⎦
%%
%
 (4-28b) 
 
จัดรูปสมการใหมไดเปนดังนี้ 
 
u u
y x p pu u v B C V u uη η ξ η
∗ ∗ ∗′ ′⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ′= − − − ∆ = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
%% %% % %  (4-29a) 
 
v v
y x p pv u v B C V v vξ ξ ξ η
∗ ∗ ∗′ ′⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ′= − − + − ∆ = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
%% %% % %  (4-29b) 
 
เมื่อ 1 1 1u u v
P P
y y x xB
J a aη η η η
⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂= +⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦
%  , 1 1 1u u v
P P
y y x xC
J a aξ η ξ η
⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂= +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
% , 
 1 1 1v u v
P P
y y x xB
J a aξ η ξ η
⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂= +⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦
%   , 1 1 1v u v
P P
y y x xC
J a aξ ξ ξ ξ
⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂= +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
% ,  
y xu u vη η
∗ ∗ ∗⎛ ⎞∂ ∂= −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
% ,   u u
p pu B C Vξ η
′ ′⎛ ⎞∂ ∂′ = − − ∆⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
%% %% ,  
y xv u vξ ξ
∗ ∗ ∗⎛ ⎞∂ ∂= − −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
% ,    v vp pv B C Vξ η
′ ′⎛ ⎞∂ ∂′ = − ∆⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
%% %%    
โดยที่ u∗  และ v ∗ เปนพจนความเร็วไมแปรเปลี่ยนคาประมาณ และ u΄ และ v ΄ เปนพจนความเร็ว
ไมแปรเปลี่ยนคาแกไขบนปริภูมิการคณนา จากสมการจะเห็นไดวา สัมประสิทธิ์ B  และ C  อยูในรูป
ของสัมประสิทธิ์กลางซึ่งไดจากสมการโมเมนตัม (สมการที่ (4-24e)) จากสมการความตอเนื่องใน
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รูปแปลง (สมการที่ (4-25)) ใชหลักการระเบียบวิธีปริมาตรอันตะ โดยทําการหาปริพันธเชิงปริมาตร
แลวจัดการเปลี่ยนใหอยูในรูปปริพันธเชิงพื้นผิว ไดเปนดังนี้ 
 
0
n e n e
s w s w
u vd d d dρ ρξ η ξ ηξ η
∂ ∂+ =∂ ∂∫ ∫ ∫ ∫% %  (4-30) 
 
ซ่ึงสามารถประมาณคาพจนอนุพันธและกระจายใหอยูรูปพีชคณิตไดดังนี้ 
 
[ ] [ ]( ) ( ) ( ) ( ) 0e w n su u v vρ η ρ η ρ ξ ρ ξ∆ − ∆ + ∆ − ∆ =% % % %  (4-31) 
 
แทนคาสมการที่ (4-29) ลงในสมการที่ (4-31) แลวจัดรูปไดเปนดังนี้ 
 
u u
e w
v v m m
n s
p pB V B V
p pC V C V B B
ρ η ρ ηξ ξ
ρ ξ ρ ξη η
⎡ ⎤′ ′⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂− ∆ ∆ − ∆ ∆⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
⎡ ⎤′ ′⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂− ∆ ∆ − ∆ ∆ = +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
% % % %
% %% % %
 (4-32) 
 
เมื่อ ( ) ( ) ( ) ( )m w e s nB u u v vρ η ρ η ρ ξ ρ ξ∗ ∗ ∗ ∗= ∆ − ∆ + ∆ − ∆% % % % , 
 m u
pB C Vρ η η
′∂= − ∆ ∆ ∂
%% %
u
w
pC Vρ η η
⎛ ⎞ ′∂− ∆ ∆⎜ ⎟⎜ ⎟ ∂⎝ ⎠
% %
e
⎡ ⎤⎛ ⎞⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
 
       v
pB Vρ ξ ξ
′∂− ∆ ∆ ∂
% %
v
s
pB Vρ ξ ξ
⎛ ⎞ ′∂− ∆ ∆⎜ ⎟⎜ ⎟ ∂⎝ ⎠
% % 0
n
⎡ ⎤⎛ ⎞⎢ ⎥ =⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
 
โดยที่ Bm เปนพจนความไมสมดุลมวลที่เกิดขึ้นเนื่องจากฟลักซมวลที่ไหลผานปริมาตรควบคุมยังไม
สอดคลองกับเงื่อนไขตามสมการความตอเนื่อง สวน B m เปนพจนแหลงกําเนิดที่เกิดขึ้นเนื่องจากการ
คํานวณบนระบบกริดที่ไมเปนสี่เหล่ียมมุมฉาก พจนนี้ถูกกําหนดใหเทากับศูนยดวยเหตุผลที่วา พจน
นี้ประกอบดวยอนุพันธของพจนความดันแกไข ซ่ึงในกระบวนการคํานวณ พจนความดันแกไขจะ
ถูกกําหนดคาเริ่มตนใหเปนศูนยกอนการวนซ้ําภายนอกทุกรอบเสมอ อีกเหตุผลหนึ่งคือ พจนความ
ดันแกไขจะมีคาเขาสูศูนยเมื่อผลเฉลยลูเขา ดังนั้น การกําหนดใหพจน B m มีคาเปนศูนยเสียตั้งแตตน 
จึงชวยลดความยุงยากในการคํานวณไดอยางมาก อีกทั้งการทําเชนนี้ ไมไดทําใหการคํานวณสูญเสีย
เสถียรภาพและความถูกตองในการคํานวณไป  
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เนื่องจากการแกปญหาการไหลในที่นี้ ระบบกริดที่ใชเปนแบบกริดจุดรวม ซ่ึงตัวแปรของ
การไหลทุกตัวถูกเก็บไวที่จุดกริดเดียวกัน กริดระบบนี้มีความออนไหวตอเสถียรภาพการคํานวณ  
คอนขางมากหากจัดการไดไมดีพอ ซ่ึงอาจกอใหเกิดความไมสอดคลองกันระหวางสนามความดัน
และสนามความเร็วได อยางไรก็ตาม ขอบกพรองนี้สามารถแกไขไดโดยการประยุกตใชวิธีการ
ประมาณคาภายในชวงของ Rhie and Chow (1983) ในการคํานวณหาฟลักซมวลที่ดานของปริมาตร
ควบคุม โดยนําผลของเกรเดียนตความดันที่ดานดังกลาวเขามารวมในการคาํนวณดวย ดังนี้ 
 
( ) ( )/ // /
/ /
e w u e we w e w
e w e w
p pu u B Vξ ξ
∗ ∗
∗ ∗ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂⎢ ⎥= − − ∆⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
% %% %  (4-33a) 
 
( ) ( )/ // /
/ /
n s v n sn s n s
n s n s
p pv v C Vη η
∗ ∗
∗ ∗ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂⎢ ⎥= − − ∆⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
% %% %  (4-33b) 
 
ในกรณีที่กริดมีความสม่ําเสมอตลอดทั้งโดเมน จะไดวา 
 
, , 1
2 2 2
u P u EP E E P
e e
P E
B Bu u p p p pu Vξ ξ ξ
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ⎡ ⎤⎛ ⎞+ ⎛ ⎞+ − ∂ ∂= − − + ∆⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∆ ∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
% %% % %%  (4-34) 
 
เมื่อ ∆V e=J(ξE-ξP)∆η สวนพจนอ่ืนสามารถเทียบเคียงไดในรูปแบบเดียวกัน  
จากสมการที่ (4-32) ทําการกระจายพจนอนุพันธของความดันแกไขใหอยูในรูปผลตาง ไดเปนดังนี้ 
 
, ,
2
u P u E E P
u
e
B B p ppB V Vρ η ρ ηξ ξ
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% %% % %  (4-35a) 
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, ,
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v P v S P S
v
s
C C p ppC V Vρ ξ ρ ξη η
⎛ ⎞+ ′ ′′⎛ ⎞ ⎛ ⎞−∂∆ ∆ = ∆ ∆ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∆⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
% %% % %  (4-35d) 
 
ซ่ึงสามารถจัดรูปไดเปน 
 
P P W W E E N N S S ma p a p a p a p a p B′ ′ ′ ′ ′− − − − =  (4-36) 
 
เมื่อพจนสัมประสิทธิ์และพจนแหลงกําเนิดของสมการ มีรูปเปนดังนี้ 
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a Vρ ξη
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P W E S Na a a a a= + + +  (4-37a-e) 
 
โดยสัญลักษณลาง P, W, E, S และ N  แทนตําแหนงโหนดกลาง โหนดขางเคียงดานซาย ดานขวา 
ดานลาง และดานบน ตามลําดับ สวนสัญลักษณลาง u และ v แทนความสัมพันธที่เกี่ยวโยงกับสม
การโมเมนตัมในทิศทาง x และ y ตามลําดับ 
 
4.7 บทสรุป 
เนื้อหาบทนี้กลาวถึงระเบียบวิธีเชิงตัวเลขที่ถูกประยุกตใชในที่นี้ ปญหาการไหลที่วิเคราะห
อยูบนสมมุติฐานของการไหลแบบคงตัว และอัดตัวไมได ใน 2 มิติ ระเบียบวิธีปริมาตรอันตะถูกใช
ในการแปลงสมการอนุพันธใหกลายเปนสมการพีชคณิต ระบบกริดพิกัดวัตถุแบบจุดรวมถูกใชใน
การแบงโดเมนออกเปนปริมาตรควบคุมยอย วิธีการแปลงถูกนํามาใชในการแปลงโดเมนกายภาพให
กลายเปนโดเมนการคณนา ในขณะเดียวกัน สมการควบคุมการไหลจะถูกแปลงไปสูบริบทของ
ปริภูมิการคณนาเพื่อใชในการแกหาผลเฉลย สําหรับบทถัดไปจะกลาวถึงผลที่ไดเมื่อนําแบบจําลอง
ความเปลี่ยนผานไปประยุกตเพื่อแกปญหาการไหลแบบเปลี่ยนผาน ปญหาการไหลชั้นชิดผิวแบบ
เปลี่ยนผานบนแผนเรียบ จะถูกนํามาแกและใชทดสอบความถูกตองของแบบจําลอง อีกปญหาหนึ่ง
คือ การไหลผานแพนอากาศ ซ่ึงใชสําหรับทดสอบประสิทธิภาพของแบบจําลองเมื่อประยุกตใชกับ
ปญหาที่มีรูปทรงซับซอน  
บทที่ 5 
ผลการทดสอบและการวิเคราะห 
 
หัวใจสําคัญในการประยุกตใชแบบจําลอง γ-Reθ ใหไดผลคือ การสรางรูปแบบที่เหมาะสม
สําหรับพารามิเตอรควบคุมจุดเริ่มเกิดความเปลี่ยนผาน และพารามิเตอรควบคุมความยาวชวงเปลี่ยน
ผานใหกับแบบจําลอง ในบทนี้จะนําเสนอผลการประยุกตใชแบบจําลองดังกลาวเพื่อคํานวณปญหา
การไหลแบบเปลี่ยนผานใน 2 กรณี คือ การไหลชั้นชิดผิวบนแผนเรียบ เพื่อศึกษาผลกระทบของ
กระแสอิสระปนปวนและเกรเดียนตความดันที่มีตอพฤติกรรมแบบเปลี่ยนผาน และการไหลผาน
แพนอากาศ NACA-0012 เพื่อศึกษาพฤติกรรมความเปลี่ยนผานภายใตผลกระทบของพื้นผิวที่มีการ
เปลี่ยนแปลงความโคง 
 
5.1 การไหลชั้นชิดผิวแบบเปลี่ยนผานบนแผนเรียบ 
ปญหาการไหลชั้นชิดผิวบนแผนเรียบที่นํามึกษาในที่นี้ เปนผลการทดลองในชุด T3 ที่ได
จากแหลงขอมูลของ ERCOFTAC (Coupland, 1993) ซ่ึงเปนที่รูจักกันดี และมักนิยมนําไปใช
ทดสอบแบบจําลองความเปลี่ยนผานเสมอ กรณีทดสอบดังกลาวถูกออกแบบใหเปนการไหลชั้นชิด
ผิวบนแผนเรียบที่มีปากขอบคม ภายใตผลกระทบของเกรเดียนตความดัน ความเปลี่ยนผานที่เกิดขึ้น
ถูกกระตุนโดยกระแสอิสระปนปวนซึ่งเกิดขึ้นจากการสลายตัวของความปนปวนจากกริด แทนการ
ขับเคลื่อนดวยคลื่น T-S จึงสงผลใหพฤติกรรมความเปลี่ยนผานที่เกิดขึ้นมีแนวโนมเปนแบบขามขั้น 
โดยกรณี T3AM, T3A และ T3B เปนกรณีทดสอบภายใตผลกระทบเกรเดียนตความดันเปนศูนย 
สวนกรณี T3Cx เปนกรณีทดสอบภายใตผลกระทบของเกรเดียนตความดันไมเปนศูนย โดยกรณี 
T3C1, T3C2, T3C3 และ T3C5 ถูกออกแบบเพื่อเลียนแบบการไหลผานใบจักรกังหัน ซ่ึงมีการ
เปลี่ยนแปลงเกรเดียนตความดันอยางตอเนื่อง สวนกรณี T3C4 ถูกออกแบบเพื่อเลียนแบบการไหล
ภายใตผลกระทบของกระแสแยกตัว นอกจากนี้ กรณีทดสอบ T3K ของ Schubauer and Klebanoff 
(1955) ถูกนํามาใชเพื่อทดสอบประสิทธิภาพของแบบจําลองในการทํานายความเปลี่ยนผานที่เกิดขึ้น
ในชวงกระแสอิสระปนปวนความเขมต่ํา ซ่ึงจัดอยูในกลุมของความเปลี่ยนผานแบบธรรมชาติที่มัก
พบในกรณีการไหลผานแพนอากาศ 
5.1.1 คุณลักษณะทั่วไปของการไหลชั้นชิดผิวบนแผนเรียบ 
ภาพวาดการไหลชั้นชิดผิวบนแผนเรียบแสดงในรูปที่ 5.1 จากรูป กระแสราบเรียบ
แบบเอกรูปความเร็ว U0 ไหลจากทางดานซายไปขวา ผานไปบนแผนเรียบดวยมุมปะทะศูนยองศา
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ในขณะที่ไหลเขาสูชวงแผนเรียบ ความเสียดทานของพื้นผิวจะฉุดร้ังอนุภาคของของไหลที่บริเวณ
ใกลผนังใหมีความเร็วลดลงและเปนศูนยที่ผนัง สงผลใหโมเมนตัมของการไหลในบริเวณใกลผนังมี
คาลดลงและเปนศูนยที่ผนังดวยเชนกัน โมเมนตัมที่ลดลงนี้ไมไดหายไปไหนแตจะถูกนําไปเพิ่มให
กับสวนบนถัดขึ้นไป เพื่อคงความอนุรักษโมเมนตัมบนแตละหนาตัดการไหลเอาไว ในการไหลบน
แผนเรียบ กระแสการไหลจะมีความราบเรียบในชวงตน แลวจึงเปลี่ยนผานเขาสูความปนปวนใน
ชวงถัดมา กรณีการไหลภายใตอิทธิพลของเกรเดียนตความดันเปนศูนย ความเปลี่ยนผานจะเริ่มเกิด
ขึ้นเมื่อเลขเรยโนลดของการไหลอยูในชวง 3×105<Recr<1×106 เมื่อ Recr=U∞x/ν ตําแหนงที่เร่ิมเกิด
ความเปลี่ยนผานมักพิจารณาจากความหนาของชั้นชิดผิว δ ซ่ึงจะเพิ่มขึ้นอยางชัดเจนที่ตําแหนงดัง
กลาวบนพื้นผิวแผนเรียบ อนุภาคของของไหลจะถูกตรึงใหหยุดนิ่งอยูกับที่ การเคลื่อนตัวของ
กระแสหมุนวนปนปวนจะถูกหนวงใหหยุดลงในบริเวณใกลผนัง สงผลใหความเคนเฉือนเรยโนลด
หายไป เหลือเพียงอิทธิพลจากความเคนเฉือนความหนืดที่เดนชัดขึ้นมา กอใหเกิดบริเวณที่เรียกวา 
ช้ันผิวยอยความหนืด ซ่ึงจะมีความบางมากและโดยปกติเกิดขึ้นในชวง y+<5 ดังนั้น จึงสามารถตั้งขอ
สมมุติฐานใหกับพฤติกรรมในชวงนี้ไดวา ความเคนเฉือนที่เกิดขึ้นมีขนาดคงที่และเทากับความเคน
เฉือนที่พื้นผิว τw ซ่ึงจะทําใหไดคุณลักษณะสําคัญคือ u+=y+ เมื่อ y+=ρuτy/µ  และ u+=u/uτ โดยที่ 
uτ=(τw/ρ)1/2 เปนความเร็วเสียดทาน สําหรับพฤติกรรมนอกชั้นผิวยอยความหนืด (30<y+<500) อิทธิ
พลของกระแสหมุนวนปนปวนจะแสดงบทบาทที่เดนชัด คุณลักษณะสําคัญของชั้นชิดผิวในชวงนี้
คือ การเปลี่ยนแปลงความเร็วจะสอดคลองตามกฎลอกาลิทึม u+=ln(y+)/κ+B เมื่อ κ=0.4 และ B=5.5 
ซ่ึงใชไดผลดีในชวง 0.02<y/δ<0.2 จึงเรียกชวงนี้วา ช้ันผิวกฏของลอก 
การแกปญหาการไหลชั้นชิดผิวแตเดิมนั้น มักใชวิธี ทฤษฎีช้ันชิดผิว ซ่ึงนําเสนอโดย 
Prandtl (1904) วิธีดังกลาวใชหลักการวิเคราะห อันดับของขนาด ในการลดรูปสมการนาเวียร-
สโตกส ใหไดสมการในรูปอยางงายที่เรียกวา สมการชั้นชิดผิว ซ่ึงมีรูปเปนดังนี้ 
 
uu vu d UU
x y dx y
ρ ρ ρ τ∂ ∂ ∂+ ≈ +∂ ∂ ∂  (5.1) 
 
0u v
x y
ρ ρ∂ ∂+ =∂ ∂  (5.2) 
 
เมื่อ U เปนขนาดความเร็ว และ τ เปนความเคนเฉือน (τ=µ∂u/∂y สําหรับการไหลแบบราบเรียบ และ 
τ=µ∂u/∂y- u vρ ′ ′  สําหรับการไหลแบบปนปวน) รูปสมการที่ไดแตกตางจากสมการรูปแบบเดิมกอน
การลดรูปคอนขางมาก กลาวคือ สมการโมเมนตัมทิศทาง y จะถูกตัดออกจากการคํานวณเพราะวา
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ความเร็ว v มีอันดับขนาดเล็กกวาความเร็ว u อยางมาก เนื่องจากชั้นชิดผิวมีความหนานอยมาก การ
เปลี่ยนแปลงความดันในทิศขวางกระแสจึงประมาณไดเทากับศูนย ∂p/∂y≈0 สวนการเปลี่ยนแปลง
ความดันในทิศตามกระแสนั้น สามารถประมาณคาไดโดยอาศัยความสัมพันธตามสมการเบอรนูลลี
ไดเปน ∂p/∂x=-dρU∞U∞/dx สําหรับสมการความตอเนื่อง (5.2) ยังถูกคงไวในกระบวนการแกสม
การ เพื่อการันตีความสอดคลองของการไหลกับการอนุรักษมวล  
 
 
 
รูปที่ 5.1 ภาพวาดการไหลชั้นชิดผิวบนแผนเรียบ 
 
5.1.2 การคณนาและเงื่อนไขการวิเคราะหการไหลชั้นชิดผิวบนแผนเรียบ 
ในการแกสมการชั้นชิดผิวนั้น มักแกดวยวิธีที่เรียกวา ลําดับกาว โดยสมการจะถูกแก
ทีละหนาตัดโดยไลจากซายไปขวา ผลเฉลยที่แกไดบนหนาตัดซายจะถูกใชเปนคาขอบสําหรับการ
แกบนหนาตัดขวาถัดไป เปนลักษณะการแกแบบพาราโบลิก อยางไรก็ตาม สมการดังกลาวนี้กอ
ความสับสนคอนขางมากเมื่อนําไปคํานวณแบบเอลลิปติกตามขั้นตอนวิธี SIMPLE ทั้งนี้เนื่องจาก 
สมการชั้นชิดผิวมีตัวแปรไมรูคา 2 ตัวคือ ความเร็ว u และ v ซ่ึงหาคาไดโดยการแกสมการโมเมนตัม 
สวนความดันถูกรูคาลวงหนาในรูปฟงกชันของความเร็วกระแสอิสระ ∂p/∂x=-dρU∞U∞/dx ซ่ึงได
จากผลการทดลอง สวนการหาคําตอบตามขั้นตอนวิธี SIMPLE นั้น มี 3 สมการที่ตองแกในกรณี
ปญหาแบบ 2 มิติ คือ สมการโมเมนตัมจํานวน 2 สมการ และสมการความดันแกไขจํานวน 1 สมการ 
ดังนั้น จึงกลายเปนวามีจํานวนสมการที่ตองแกมากกวาจํานวนตัวแปรที่ไมรูคาอยู 1 สมการ ซ่ึงในแง
มุมทางคณิตศาสตรแมจะสามารถแกได แตก็เปนเงื่อนไขการคํานวณที่ไมเหมาะสม ดังนั้น จึงอาจตั้ง
ขอสงสัยวา เมื่อสนามความดันถูกรูคากอนเรียบรอยแลวเชนนี้ สมการความดันแกไขจะยังคงจําเปน
อยูหรือไม และหากจําเปน จะใชในรูปแบบใด  
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รูปที่  5.2 ลักษณะของโดเมนและเงื่อนไขขอบ (บน) กรณีเกรเดียนตความดันเปนศูนย และ 
(ลาง) กรณีเกรเดียนตความดันไมเปนศูนย 
 
แนวทางหนึ่งที่สามารถจัดการกับปญหาดังกลาวนี้ไดคือ การสรางโดเมนการคณนา
ใหมีรูปทรงที่สอดคลองกับความดันที่เปลี่ยนแปลงไป ดวยวิธีการนี้ ความดันจะยังคงปรากฏอยูใน
สมการโมเมนตัมในรูปของตัวแปรที่ตองหาคาตามปกติ สมการที่ตองแกจึงอยูในรูปสมการนาเวียร-
สโตกสแบบสมบูรณ ซ่ึงใหความมีนัยทั่วไปในการแกสมการมากกวาในรูปแบบสมการชั้นชิดผิว 
อยางไรก็ตาม หากยังคงตองการแกสมการชั้นชิดผิวตามขั้นตอนวิธี SIMPLE สามารถทําไดโดยแก
สมการโมเมนตัมสําหรับความเร็ว u (สมการที่ (5-1)) โดยไมตองแกสมการโมเมนตัมสําหรับ
ความเร็ว v สนามความดันคํานวณไดจากการเปลี่ยนแปลงความเร็วกระแสอิสระและถูกจัดรูปเขา
เปนพจนแหลงกําเนิดในสมการโมเมนตัม x สวนสมการความตอเนื่อง (สมการที่ (5-2)) ถูกแกในรูป
ของสมการความดันแกไขตามปกติ (สามารถใชสมการในรูปแบบที่ปรากฏในตําราไดโดยตรง ไม
ตองปรับแตงเพิ่มเติม) ในขั้นตอนการปรับแกไขคาตัวแปร ใหนําคาความดันแกไขที่หาไดจากสม
การความดันแกไขไปปรับแกไขเฉพาะสนามความเร็วเทานั้น ไมตองทําการปรับแกไขสนามความ
ดัน อยางไรก็ตาม กรณีการไหลที่เกรเดียนตความดันไมเปนศูนย การแกสมการยังคงตองกระทําบน
โดเมนที่มีรูปทรงที่สอดคลองกับการเปลี่ยนแปลงของความดันเชนเดิม ไมสามารถกระทําบนโดเมน
ที่มีหนาตัดคงที่ตลอดความยาวของแผนเรียบได แมวาอิทธิพลของความดันจะถูกผนวกเขาในสม
การโมเมนตัมแลวก็ตาม ที่เปนเชนนี้เพราะตัวการหลักที่แทจริงที่ใชควบคุมสมดุลของระบบการ
ไหลคือสมดุลมวลในระบบ 
 
 x 
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รูปที่ 5.3 ความสูงโดเมนและโพรไฟลความเร็วเฉพาะที่ของกระแสอิสระ 
 
            
 
    รูปที่ 5.4 ตัวอยางกริดสําหรับกรณีเกรเดียนตความดันไมเปนศูนย 
 
ในทางจินตภาพ หากโดเมนที่วิเคราะหมีความสูงที่คงที่ โพรไฟลของกระแสการไหล
ตั้งแตขอบของชั้นชิดผิวขึ้นไปจนถึงผิวอิสระจะยังคงลักษณะเอกรูปไวเชนเดิม หรือ Ue≈U∞ เมื่อ Ue 
เปนความเร็วเฉพาะที่ที่ตําแหนงขอบชั้นชิดผิว y=δ และ U∞ เปนความเร็วเฉพาะที่ที่ตําแหนงผิว
อิสระ y=hmax(x) ในทางปฏิบัติซ่ึงพบในที่นี้พบวา ความเร็วที่ขอบชั้นชิดผิวอาจมีคามากกวาหรือเทา
กับความเร็วที่ผิวอิสระ Ue≥U∞ โดยโพรไฟลของความเร็วจะตีบเขาเล็กนอยในชวงนอกชั้นชิดผิว ใน
กรณีเชนนี้ การคนหาตําแหนงขอบของชั้นชิดผิวโดยใชเงื่อนไข Ue=0.99U∞ นั้น จะทําใหไดความ
หนาของชั้นชิดผิวบางกวาที่ควรจะเปน แนวทางแกไขซึ่งประยุกตใชในที่นี้คือ ใชการคนหา
ตําแหนงที่ u(i, j)=0.99u(i, j+4) ภายใตเงื่อนไขบังคับ u(i, j+4)≥u(i, j) และ u(i, j+4)≥U0 โดยขอบชั้น
ชิดผิวจะอยูที่ที่ตําแหนง Ue=u(i, j+2) โดยที่ j=0, 1, 2, … เปนลําดับหมายเลขจุดตอที่นับจากผนังขึ้น
ไป การเวนจุดเปรียบเทียบหางไปสี่จุดเปนเหตุผลในเชิงการเขียนโปรแกรม เพื่อใหมั่นใจวาการแจก
แจงความเร็วตามแนวที่คนหามีความราบเรียบเพียงพอ หากจุดที่ใชเปรียบเทียบเปนจุดในลําดับใกล
กันเกินไปจะทําใหไดโพรไฟลของขอบชั้นชิดไมราบเรียบเทาที่ควร  
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ในการทดสอบ แบบจําลองถูกประยุกตเขากับกรณีทดสอบ โดยไดกําหนดเงื่อนไข
การคํานวณใหสอดคลองกับการทดลองใหมากที่สุด ดังนี้ แผนเรียบมีความยาว 1.7 เมตร ขอบทาง
เขาของโดเมนกําหนดไวที่ระยะ 0.15 เมตร กอนถึงปากทางเขาของแผนเรียบ เพื่อสรางความสมจริง
ของกระแสการไหลใหเหมือนกับธรรมชาติของปญหา ความสูงของโดเมนจากแผนเรียบถึงขอบ
ดานบนเทากับ 0.3 เมตร ซ่ึงมีคาประมาณ 10 เทาของความหนาชั้นชิดผิวที่ตําแหนงทางออก ซ่ึง
คํานวณไดคราว ๆ จากสมการ δ/x=0.16/(Rex)1/7 เมื่อ Rex=U∞x/ν และ x=L สําหรับกรณีทดสอบที่มี
เกรเดียนตความดันเปนศูนย ความสูงของโดเมนจะถูกกําหนดใหมีคาเทากันตลอดความยาวของ
แผนเรียบ ดังแสดงในรูปที่ 5.2 (บน) สวนกรณีทดสอบที่มีเกรเดียนตความดันไมเปนศูนย ความสูง
ของหนาตัดโดเมนแตละตําแหนงจะเปลี่ยนแปลงสอดคลองกับเกรเดียนตความดัน ซ่ึงไดจากผลการ
ทดลอง ดังแสดงในรูปที่ 5-2 (ลาง) การคนหารูปทรงที่สอดคลองดังกลาวเปนขั้นตอนที่คอนขางยุง
ยาก เพราะไมไดมีขอมูลใหไวอยางชัดเจน แนวทางหนึ่งที่ใชไดผลและนํามาใชในที่นี้คือ การ
คํานวณหาอัตราการไหลของมวลที่ไหลผานแตละหนาตัด ซ่ึงสามารถคํานวณหาคาอยางคราว ๆ ได
จากความเร็วของกระแสอิสระที่ไดจากผลการทดลอง เมื่อรูอัตราการไหลของมวลที่ไหลผานแตละ
หนาตัดแลว ก็สามารถคํานวณหาความสูงของหนาตัดแตละตําแหนงได โดยใชการสมดุลมวลเทียบ
กับอัตราการไหลของมวลที่ทางเขา เมื่อไดรูปทรงอยางคราว ๆ แลว จึงคอยปรับรูปทรงใหพอดีมาก
ขึ้นโดยใชการทดสอบเชิงตัวเลข เพื่อใหไดโพรไฟลของเกรเดียนตความดัน (ในที่นี้แสดงในรูปของ
ความเร็วที่ผิวอิสระ) ที่สอดคลองกับผลการทดลองใหมากที่สุด จากการทดสอบพบวา ขนาดความ
สูงของโดเมนสําหรับกรณี T3Cx มีลักษณะดังแสดงในรูปที่ 5.3 เมื่อ h/D เปนสัดสวนความสูงของ
โดเมนตอความสูงที่ทางเขา และ U∞/U0 เปนสัดสวนความเร็วที่ผิวอิสระตอความเร็วที่ทางเขา จาก
รูปจะเห็นวา รูปทรงของโดเมนลูเขาในชวงแรกและบานออกในชวงทาย นั่นแสดงวา เกรเดียนต 
ความดันจะมีคาเปนลบ (เกรเดียนตความดันเสริม) ในชวงแรก 0.0<x<0.9 เมตร และมีคาเปนบวก 
(เกรเดียนตความดันยอนกลับ) ในชวงทาย 0.9<x<1.7 เมตร ความสูงของโดเมนสําหรับกรณี T3C4 
และสําหรับกรณี T3Cx ที่เหลือ เปนไปตามสมการที่ (5-3) และ (5-4) ตามลําดับ 
 
h/H=min[1.356x6-7.591x5+16.513x4-17.509x3+9.486x2-2.657x+0.991; 1.0]    (5-3) 
 
h/H=min[1.231x6-6.705x5+14.061x4-14.113x3+7.109x2-1.900x+0.950; 1.0]    (5-4) 
 
สําหรับขั้นตอนการคํานวณ เร่ิมตนจากการทดสอบหากริดที่เหมาะสมกับแตละกรณี
ทดสอบ หรือ ความเปนอิสระของกริด จากการทดสอบพบวา กริดขนาด 85×75 และขนาด 185×125 
เปนกริดที่เหมาะสม ซ่ึงถูกนําไปใชกับกรณีทดสอบที่เกรเดียนตความดันเปนศูนย และกรณีทดสอบ
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ที่เกรเดียนตความดันไมเปนศูนย ตามลําดับ กริดจุดแรกจากผิวแผนเรียบถูกสรางไวที่ระยะความสูง 
y+<0.3 ตัวอยางกริดสําหรับกรณี T3Cx แสดงในรูปที่ 5.4 การคํานวณกําหนดคาเริ่มตนของความเร็ว
ในทิศตามกระแสโดยใชโพรไฟลของ Kármán ดังนี้ u(x,y)=U0(2y/δ-y2/δ2) เมื่อ 0≤y≤δ และ 
δ=0.16x/(Rex)1/7 โดย Rex=U0x/ν เปนเลขเรยโนลดของการไหล คาขอบทางเขาของพลังงานจลนปน
ปวนคํานวณไดจากความเร็วและคาความเขมของกระแสอิสระปนปวน สัดสวนความหนืด RT=µt/µ 
ที่ทางเขาถูกปรับหาคาอยางระมัดระวัง เพื่อใหไดโพรไฟลการลดลงของความเขมของความปนปวน
ที่ตําแหนงขอบของชั้นชิดผิวสอดคลองกับผลการทดลอง ดังแสดงในรูปที่ 5.5 การลดลงดังกลาว
สัมพันธกับฟงกชันที่ Langtry and Menter (2004) เสนอไว ดังนี้  
 
* 1/ 2/2
2 0 0
0
31
2 T
U x TuTu Tu
R
β βρ β
µ
−⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪= +⎨ ⎬⎢ ⎥⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭
 (5-5) 
 
เมื่อ β=0.09 และ β*=0.0828 พจน Tu เปนความเขมของความปนปวน และดัชนีลาง 0 แทนคาที่
ตําแหนงขอบทางเขา อยางไรก็ตาม เพื่อใหไดผลที่สอดคลองกับผลการทดลองมากที่สุด การคนหา
สัดสวนความหนืด RT ที่เหมาะสมในที่นี้ จะใชการทดสอบเชิงตัวเลขแทนการแกหาคาโดยตรงจาก
สมการที่ (5-5) โดยสมการที่ (5-5) จะถูกใชเพื่อคํานวณหาคาอยางคราวใหกับการทดสอบ จากการ
ทดสอบไดความสัมพันธของสัดสวนความหนืดที่ทางเขาตามเงื่อนไขดังตอไปนี้ 
 
3 2
0 0 0 0
2
0 0 0
2
0 0 0
0.384 3.852 12.758 10.973 ; 500
9.206 111.03 340.93 ;500 5000
143.46 2266.6 8904.4 ; 5000
T
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R k k k
k k k
⎧ − + − <⎪⎪= − − < <⎨⎪ − − >⎪⎩
% % % %
% % %
% % %
 (5-6) 
 
เมื่อ k0=ln[3/2(Tu0U0)2] ดังแสดงในรูปที่ 5.6 รายละเอียดการกําหนดเงื่อนไขขอบใหกับการคํานวณ
แสดงไวในตารางที่ 5.1 สวนตารางที่ 5.2 แสดงรายละเอียดของกรณีทดสอบ 
เนื่องจากความสูงของโดเมนในกรณีการไหลที่มีเกรเดียนตความดันไมเปนศูนยนั้น มี
ขนาดที่เปลี่ยนแปลงไปตามระยะของแผนเรียบ ดังนั้น รูปทรงของโดเมนจึงไมเปนสี่เหล่ียมมุมฉาก 
เสนกริดที่สรางขึ้นตามรูปทรงของโดเมนจึงไมตั้งฉากตอกันดวยเชนกัน สงผลใหการคํานวณยุงยาก
มากยิ่งขึ้น เพราะตองพัฒนาโปรแกรมคอมพิวเตอรใหสนับสนุนการคํานวณบนกริดที่มีลักษณะไม
ตั้งฉากดังกลาว ในงานวิจัยนี้ ไดใชกลวิธีในการแปลงโดเมนกายภาพที่มีรูปทรงไมเปนสี่เหล่ียมมุม
ฉากใหเปนโดเมนการคณนาที่มีรูปทรงเปนสี่เหล่ียมมุมฉาก สงผลใหกริดแบบไมตั้งฉากบนโดเมน
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กายภาพถูกสงไปเปนกริดแบบสี่เหล่ียมมุมฉากบนโดเมนการคณนา ซ่ึงรายละเอียดกลวิธีดังกลาวนี้
นําเสนอไวในบทที่ 4 
 
ตารางที่ 5.1 สรุปเงื่อนไขคาขอบสําหรับการไหลบนแผนเรียบ 
Variables Inlet Outlet Wall Freestream 
u U0 Extrapolate 0 d../dy=0 
v 0 Extrapolate 0 d../dy=0 
p and p′ Extrapolate Extrapolate Extrapolate Extrapolate 
k (3/2)(Tu0U0)2 Extrapolate 0 d../dy=0 
µt RTµ Extrapolate 0 d../dy=0 
ε ρCµk2/µt Extrapolate 0 d../dy=0 
ω ρk/µt Extrapolate 60ν/α1yn2 d../dy=0 
 
ตารางที่ 5.2 รายละเอียดขอมูลสําหรับกรณีทดสอบ T3-ERCOFTAC 
Case U0 (m/s) Tu0 (%) (µt/µ)0 Reθt/Reθc Rext/ReL Pressure Cond. 
T3K 50.1 0.18      3.5 945/170 2.54×106/5.01×106 ZPG 
T3AM 19.8 0.98     7.0 819/186 1.44×106/2.26×106 ZPG 
T3A   5.4 3.35   11.5 272/193 1.35×105/6.25×105 ZPG 
T3B   9.4 6.14 100.0 181/260 5.91×104/1.08×106 ZPG 
T3C1   5.9 7.78   44.0 211/250 9.89×104/7.72×105 FPG/APG 
T3C2   5.0 3.10    9.0 377/209 4.11×105/6.58×105 FPG/APG 
T3C3   3.7 3.10    6.0 519/217 4.50×105/4.77×105 FPG/APG 
T3C4  1.2 3.10    2.5 381/165 1.78×105/1.36×105 FPG/APG 
T3C5  8.4 3.10  13.5 332/164 2.65×105/1.09×106 FPG/APG 
 
เมื่อ U0 เปนความเร็วกระแสอิสระที่ทางเขา Tu0 เปนความเขมกระแสอิสระปนปวนที่ทางเขา (%) RT 
เปนสัดสวนความหนืด yn เปนระยะตั้งฉากถึงผนัง คาคงที่ Cµ=0.09 และ α1=0.075 อักษรยอ ZPG, 
FPG และ APG แทนเกรเดียนตความดันเปนศูนย เกรเดียนตความดันเสริม และเกรเดียนตความดัน
ยอนกลับ ตามลําดับ 
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5.1.3 ผลการทดสอบการไหลชั้นชิดผิวบนแผนเรียบ 
กรณีการไหลบนแผนเรียบในที่นี้ ถูกใชเพื่อทดสอบประสิทธิภาพของแบบจําลอง
ความเปลี่ยนผาน 3 แบบ คือ แบบจําลองของ Suzen and Huang (2000), แบบจําลองของ Lodefier, 
Merci, De Langhe and Dick (2005) และแบบจําลองของ Menter, Langtry, Volker and Huang 
(2005) และแบบจําลองความปนปวนอีก 2 แบบจําลอง คือ แบบจําลอง k-ε ของ Launder and 
Sharma (1974) ซ่ึงเปนแบบจําลองความปนปวนที่ถือวามีประสิทธิภาพในการตรวจจับความเปลี่ยน
ผานไดดี และแบบจําลองความปนปวน SST ของ Menter (1994) ซ่ึงเปนแบบจําลองที่นิยมใชเปน
แบบจําลองฐานในการพัฒนาแบบจําลองความเปลี่ยนผาน โดยในกรณีการไหลภายใตผลกระทบ
ของเกรเดียนตความดันเปนศูนย แบบจําลองทั้งหมดขางตนจะไดรับการทดสอบและประเมินผล 
สวนกรณีการไหลภายใตผลกระทบของเกรเดียนตความดันไมเปนศูนย แบบจําลองของ Lodefier, 
Merci, De Langhe and Dick (2005) จะไมไดรับการทดสอบ ดวยเหตุผลในเรื่องของการขาดเสถียร
ภาพในการคํานวณจนยากแกการควบคุม ผลการทํานายจากแบบจําลองถูกนําไปเปรียบเทียบกับผล
การทดลองของ ERCOFTAC ดังนี้ (ก) เลขเรยโนลดความหนาโมเมนตัม (รูปที่ 5.8-5.15 (บน)) เปน
พารามิเตอรที่เกี่ยวพันกับความหนาโมเมนตัมและแสดงถึงพัฒนาการของชั้นชิดผิว กรณีการไหล
บนแผนเรียบภายใตสภาวะเกรเดียนตความดันเปนศูนย เลขเรยโนลดความหนาโมเมนตัมเชิงทฤษฎี
คํานวณไดจาก Reθ=U0θ/ν เมื่อ θ=0.664x/Rex1/2 เปนความหนาโมเมนตัมของชั้นชิดผิวแบบราบเรียบ 
และ θ=(7/72)0.16x/Rex1/7 เปนความหนาโมเมนตัมของชั้นชิดผิวแบบปนปวน พิจารณาโพรไฟล
ของเลขเรยโนลดความหนาโมเมนตัม ความเปลี่ยนผานจะเริ่มเกิดขึ้นเมื่อโพรไฟลแยกตัวออกจาก
แนวโพรไฟลแบบราบเรียบ ตารางที่ 5.2 แสดงคาเลขเรยโนลดและคาเลขเรยโนลดความหนาโมเมน
ตัมที่จุดเริ่มเกิดความเปลี่ยนผาน ซ่ึงวิเคราะหไดจากผลการทดลอง ความเปลี่ยนผานจะเริ่มสิ้นสุด
เมื่อโพรไฟลเร่ิมประชิดเขากับโพรไฟลแบบปนปวน (ข) สัมประสิทธิ์ความเสียดทานพื้นผิว (รูปที่ 
5.7 และ 5.8-5.15 (กลาง)) เปนพารามิเตอรที่ใชวิเคราะหหาจุดเริ่มเกิด จุดสิ้นสุด และความยาวของ
ชวงเปลี่ยนผาน กรณีช้ันชิดผิวการไหลภายใตสภาวะเกรเดียนตความดันเปนศูนย สัมประสิทธิ์ความ
เสียดทานพื้นผิวเชิงทฤษฎี สําหรับชั้นชิดผิวแบบราบเรียบและแบบปนปวน คํานวณไดจากสูตร 
Cf=0.664/Rex1/2 และ Cf=0.027/Rex1/7 ตามลําดับ ความเปลี่ยนผานเริ่มเกิดขึ้นเมื่อโพรไฟลแยกตัว
ออกจากแนวโพรไฟลแบบราบเรียบ และสิ้นสุดเมื่อเขาประชิดกับแนวโพรไฟลแบบปนปวน นอก
จากนี้ลักษณะการเปลี่ยนแปลงของโพรไฟลยังบงบอกถึงการเติบโตของความเปลี่ยนผานอีกดวย 
โพรไฟลที่เปลี่ยนแปลงเร็วแสดงถึงอัตราการเติบโตของชั้นชิดผิวที่เร็ว ซ่ึงหมายถึงความยาวของ
ชวงเปลี่ยนผานจะสั้น (ค) ตัวประกอบสัญฐาน (รูปที่ 5.8-5.15 (ลาง)) เปนสัดสวนความหนาการ
กระจัดตอความหนาโมเมนตัมชั้นชิดผิว (H=δ∗/θ) เปนพารามิเตอรที่บงบอกถึงบริเวณที่มีแนวโนม
จะเกิดการเปลี่ยนแปลงสูความปนปวน และบริเวณที่มีแนวโนมจะเกิดการแยกตัวของชั้นชิดผิว 
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กรณีการไหลบนแผนเรียบภายใตสภาวะเกรเดียนตความดันเปนศูนย พบวาตัวประกอบสัญฐานใน
เชิงทฤษฎีสําหรับชั้นชิดผิวแบบราบเรียบและแบบปนปวนมีคาประมาณ 2.6 และ 1.4 ตามลําดับ 
และมีคาอยูระหวางทั้งสองคาดังกลาวสําหรับชั้นชิดผิวแบบเปลี่ยนผาน (ง) ความเร็วเฉลี่ย u+ ใน
ตําแหนงชวงกอนเกิดการเปลี่ยนผาน ชวงที่เกิดการเปลี่ยนผาน และชวงหลังเกิดการเปลี่ยนผาน ถูก
นําไปแสดงผลกราฟเทียบกับระยะทาง y+ ดังแสดงในรูปที่ 5.16-5.23  (ซาย) (จ) พลังงานจลนปน
ปวน และ (ฉ) ความเคนเฉือนเรยโนลดที่ตําแหนงเดียวกันกับความเร็วเฉลี่ยในขอ (ง) จะถูกปรับ
บรรทัดฐานดวยคาความเร็วทางเขา U0 และถูกแสดงผลเทียบกับสัดสวนความหนาชั้นชิดผิว y/δ ใน
รูปที่ 5.16-5.23  (กลาง) และ 5.16-5.23  (ขวา) ตามลําดับ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
99
 
0.0
1.0
2.0
3.0
4.0
5.0
6.0
7.0
8.0
0.0 0.3 0.6 0.9 1.2 1.5
Rex/(U0L/ν)
(2
k/ 3
)1
/2
/ U
e (
%
)
Experiment
Launder and Sharma (1974)
Menter SST (1994)
Suzen and Huang (2000)
Lodefier et al (2005)
Menter et al (2005) (+proposed parameters) 
T3AM
T3A
T3B
 
0.0
1.0
2.0
3.0
4.0
5.0
6.0
7.0
8.0
9.0
10.0
11.0
0.0 0.3 0.6 0.9 1.2 1.5
Rex/(U0L/ν)
( 2k
/ 3)
1/
2 / U
e ( %
)
Experiment
Launder and Sharma (1974)
Menter SST (1994)
Suzen and Huang (2000)
Menter et al (2005) (+proposed parameters) 
T3C1
T3C2
T3C3
T3C4
T3C5
3.
3.
3.0
 8.
 
 
รูปที่ 5.5 โพรไฟลการลดลงของความเขมกระแสอิสระความปนปวน 
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รูปที่ 5.6 (รูปดานซาย) สัดสวนความหนืดสําหรับกรณีทดสอบการไหลบนแผนเรียบ 
รูปที่ 5.7 (รูปดานขวา) สัมประสิทธิ์ความเสียดทานพื้นผิว สําหรับกรณีทดสอบ T3K 
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รูปที่ 5.8 (รูปดานซาย) เลขเรยโนลดความหนาโมเมนตัม (บน) สัมประสิทธิ์ความเสียดทานพื้นผิว 
(กลาง) ตัวประกอบสัญฐาน (ลาง) สําหรับกรณีทดสอบ T3AM  
รูปที่ 5.9 (รูปดานขวา) เลขเรยโนลดความหนาโมเมนตัม (บน) สัมประสิทธิ์ความเสียดทานพื้นผิว  
(กลาง) ตัวประกอบสัญฐาน (ลาง) สําหรับกรณีทดสอบ T3A  
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รูปที่ 5.10 (รูปดานซาย) เลขเรยโนลดความหนาโมเมนตัม (บน) สัมประสิทธิ์ความเสียดทานพื้นผิว 
 (กลาง) ตัวประกอบสัญฐาน (ลาง) สําหรับกรณีทดสอบ T3B  
รูปที่ 5.11 (รูปดานขวา) เลขเรยโนลดความหนาโมเมนตัม (บน) สัมประสิทธิ์ความเสียดทานพื้นผิว  
 (กลาง) ตัวประกอบสัญฐาน (ลาง) สําหรับกรณีทดสอบ T3C1  
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รูปที่ 5.12 (รูปดานซาย) เลขเรยโนลดความหนาโมเมนตัม (บน) สัมประสิทธิ์ความเสียดทานพื้นผิว  
 (กลาง) ตัวประกอบสัญฐาน (ลาง) สําหรับกรณีทดสอบ T3C2  
รูปที่ 5.13 (รูปดานขวา) เลขเรยโนลดความหนาโมเมนตัม (บน) สัมประสิทธิ์ความเสียดทานพื้นผิว  
 (กลาง) ตัวประกอบสัญฐาน (ลาง) สําหรับกรณีทดสอบ T3C3  
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รูปที่ 5.14 (รูปดานซาย) เลขเรยโนลดความหนาโมเมนตัม (บน) สัมประสิทธิ์ความเสียดทานพื้นผิว  
 (กลาง) ตัวประกอบสัญฐาน (ลาง) สําหรับกรณีทดสอบ T3AC4  
รูปที่ 5.15 (รูปดานขวา) เลขเรยโนลดความหนาโมเมนตัม (บน) สัมประสิทธิ์ความเสียดทานพื้นผิว  
 (กลาง) ตัวประกอบสัญฐาน (ลาง) สําหรับกรณีทดสอบ T3C5  
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รูปที่ 5.16 ความเร็ว u+ (ซาย) พลังงานจลนปนปวน k/U02 (กลาง) และความเคนเฉือนเรยโนลด 20/u v U′ ′−  (ขวา) สําหรับกรณีทดสอบ T3AM (ผลการทดลอง: □ 
และผลการทํานาย: − − − − Launder and Sharma (1974), — — Menter SST (1994), — − — Suzen and Huang (2000), — − − Lodefier et al (2005)  
และ ——– Menter et al (2005) (+ proposed parameter)) 
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รูปที่ 5.17 ความเร็ว u+ (ซาย) พลังงานจลนปนปวน k/U02 (กลาง) และความเคนเฉือนเรยโนลด 20/u v U′ ′−  (ขวา) สําหรับกรณีทดสอบ T3A (ผลการทดลอง: □    
และผลการทํานาย: − − − − Launder and Sharma (1974), — — Menter SST (1994), — − — Suzen and Huang (2000), — − − Lodefier et al (2005)  
และ ——– Menter et al (2005) (+ proposed parameter)) 
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รูปที่ 5.18 ความเร็ว u+ (ซาย) พลังงานจลนปนปวน k/U02 (กลาง) และความเคนเฉือนเรยโนลด 20/u v U′ ′−  (ขวา) สําหรับกรณีทดสอบ T3B (ผลการทดลอง: □    
และผลการทํานาย: − − − − Launder and Sharma (1974), — — Menter SST (1994), — − — Suzen and Huang (2000), — − − Lodefier et al (2005)  
และ ——– Menter et al (2005) (+ proposed parameter)) 
  
107
 
0
10
20
30
40
50
60
70
80
90
1 10 100 1000
y+
u+
u+=y+
u+=ln(y+)/κ+B
u+=y+
u+=y+
Rex=71900 (x=145 mm)
(pre-transition region)
Rex=213900 (x=395 mm)
(transition region)
Rex=346900 (x=595 mm)
(post-transition region)
u+=ln(y+)/κ+B
u+=ln(y+)/κ+B
κ=0.4
B=5.5
  0
 1
 2
  
 1
 20
  
0.0
1.0
2.0
3.0
4.0
5.0
6.0
7.0
8.0
9.0
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
y/δ
k
/
U
0
2
 
(
%
)
   0.0
Rex=71900 (x=145 mm)
(pre-transition region)
Rex=213900 (x=395 mm)
(transition region)
Rex=346900 (x=595 mm)
(post-transition region)
   0.
     
    1.
   2.
     
        
    1.
   2
0.0
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0
1.2
1.4
1.6
1.8
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
y/δ
-
u
'
v
'
/
U
0
2
 
(
%
)
Rex=71900 (x=145 mm)
(pre-transition region)
Rex=213900 (x=395 mm)
(transition region)
Rex=346900 (x=595 mm)
(post-transition region)    0 2
       0.4
      0.2
    0 4
     0.0
    .0
 
 
รูปที่ 5.19 ความเร็ว u+ (ซาย) พลังงานจลนปนปวน k/U02 (กลาง) และความเคนเฉือนเรยโนลด 20/u v U′ ′−   (ขวา) สําหรับกรณีทดสอบ T3C1 (ผลการทดลอง: □ 
และผลการทํานาย: − − − − Launder and Sharma (1974), — — Menter SST (1994), — − — Suzen and Huang (2000) และ ——– Menter et al (2005) 
(+ proposed parameter)) 
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รูปที่ 5.20 ความเร็ว u+ (ซาย) พลังงานจลนปนปวน k/U02 (กลาง) และความเคนเฉือนเรยโนลด 20/u v U′ ′−   (ขวา) สําหรับกรณีทดสอบ T3C2 (ผลการทดลอง: □ 
และผลการทํานาย: − − − − Launder and Sharma (1974), — — Menter SST (1994), — − — Suzen and Huang (2000) และ ——– Menter et al (2005) 
(+ proposed parameter)) 
  
109
 
0
15
30
45
60
75
90
105
120
135
1 10 100 1000
y+
u+
u+=y+
u+=y+
Rex=423300 (x=1095 mm)
(pre-transition region)
Rex=489100 (x=1395 mm)
(transition region)
(no post-transition region)
u+=ln(y+)/κ+B
u+=ln(y+)/κ+B
κ=0.4
B=5.5
  0
 10
 20
  0
 10
 20
  
0.0
1.5
3.0
4.5
6.0
7.5
9.0
10.5
12.0
13.5
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
y/δ
k
/
U
0
2
 
(
%
)
     
Rex=423300 (x=1095 
mm)
(pre-transition region)
Rex=489100 (x=1395 mm)
(transition region)
(no post-transition region)
     
      
      1.0
     
     
         
      
     
 
0.0
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0
1.2
1.4
1.6
1.8
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
y/δ
-
u
'
v
'
/
U
0
2
 
(
%
)
Rex=423300 (x=1095 mm)
(pre-transition region)
Rex=489100 (x=1395 mm)
(transition region)
(no post-transition region)
    0 2
       0.4
      0.2
    0 4
     0.0
    .0
 
 
รูปที่ 5.21 ความเร็ว u+ (ซาย) พลังงานจลนปนปวน k/U02 (กลาง) และความเคนเฉือนเรยโนลด 20/u v U′ ′−   (ขวา) สําหรับกรณีทดสอบ T3C3 (ผลการทดลอง: □ 
และผลการทํานาย: − − − − Launder and Sharma (1974), — — Menter SST (1994), — − — Suzen and Huang (2000) และ ——– Menter et al (2005) 
(+ proposed parameter)) 
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รูปที่ 5.22 ความเร็ว u+ (ซาย) พลังงานจลนปนปวน k/U02 (กลาง) และความเคนเฉือนเรยโนลด 20/u v U′ ′−   (ขวา) สําหรับกรณีทดสอบ T3C4 (ผลการทดลอง: □ 
และผลการทํานาย: − − − − Launder and Sharma (1974), — — Menter SST (1994), — − — Suzen and Huang (2000) และ ——– Menter et al (2005) 
(+ proposed parameter)) 
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รูปที่ 5.23 ความเร็ว u+ (ซาย) พลังงานจลนปนปวน k/U02 (กลาง) และความเคนเฉือนเรยโนลด 20/u v U′ ′−   (ขวา) สําหรับกรณีทดสอบ T3C5 (ผลการทดลอง: □ 
และผลการทํานาย: − − − − Launder and Sharma (1974), — — Menter SST (1994), — − — Suzen and Huang (2000) และ ——– Menter et al (2005) 
(+ proposed parameter)) 
5.1.4 สรุปและวิเคราะหผลการทดสอบการไหลชั้นชิดผิวบนแผนเรียบ 
แบบจําลอง SST ของ Menter (1994) ใหผลการทํานายที่เปนแบบปนปวนสมบูรณตั้ง
แตที่ตําแหนงปากทางเขา โดยไมสามารถตรวจจับผลจากพฤติกรรมความเปลี่ยนผานไดในทุกกรณี
ทดสอบ สังเกตไดจากโพรไฟลของเลขเรยโนลดความหนาโมเมนตัมเริ่มแยกตัวจากโพรไฟลความ
ราบเรียบ และลูเขาหาโพรไฟลความปนปวนอยางทันทีทันใดตั้งแตที่บริเวณปากทางเขา สงผลให
สัมประสิทธิ์ความเสียดทานพื้นผิวที่ทํานายไดโนมไปตามโพรไฟลความปนปวน การลดลงของตัว
ประกอบสัญฐานจึงเกิดขึ้นอยางรวดเร็วและทันทีทันใด แบบจําลองทํานายความเร็วที่เปนแบบปน
ปวนสมบูรณในทุกกรณีทดสอบ โดยใหผลการทํานายต่ําในชวงกอนเปลี่ยนผานและชวงเปลี่ยนผาน 
และใหผลการทํานายสอดคลองในชวงหลังเปลี่ยนผาน อยางไรก็ตาม กรณีกระแสอิสระปนปวน
ความเขมต่ํา ช้ันชิดผิวจะยังไมสามารถพัฒนาเปนแบบปนปวนสมบูรณไดทันภายในชวงความยาว
ของแผนเรียบที่ใชทดสอบ ที่เปนเชนนี้เพราะชั้นชิดผิวการไหลมีแนวโนมเปนความเปลี่ยนผานแบบ
ธรรมชาติ การไหลจึงไมปรากฏบริเวณที่เปนชวงหลังความเปลี่ยนผานขึ้น แบบจําลองใหผลทํานาย
พลังงานจลนปนปวนสอดคลองดีในชวงหลังความเปลี่ยนผาน ในกรณีกระแสอิสระปนปวนความ
เขมปานกลางขึ้นไป ใหผลการทํานายสูงในกรณีกระแสอิสระปนปวนความเขมต่ํา สําหรับผลการ
ทํานายความเคนเฉือนเรยโนลด แบบจําลองใหผลการทํานายสูงเมื่อเปรียบเทียบกับผลการทดลอง 
โดยมีจุดสูงสุดของโพรไฟลอยูที่ตําแหนงประมาณ y/δ≈0.15 ในกรณีช้ันชิดผิวที่เกิดการแยกตัว 
(กรณี T3C4) แบบจําลองไมสามารถตรวจจับการแยกตัวดังกลาวได  
เหตุผลที่แบบจําลอง SST ของ Menter (1994) ไมสามารถตรวจจับพฤติกรรมความ
เปลี่ยนผานที่เกิดขึ้นไดนั้น เปนเพราะวาแบบจําลองนี้ถูกพัฒนาขึ้นบนพื้นฐานการจําลองแบบเลข
เรยโนลดสูง ซ่ึงปราศจากฟงกชันการหนวงที่ผนังที่จะชวยจัดการกับพฤติกรรมชั้นผิวยอยความหนืด 
ดังนั้น แบบจําลองจึงใหผลผลิตที่เปนพฤติกรรมแบบราบเรียบหรือแบบปนปวนสมบูรณเสมอ 
แบบจําลองความปนปวน k-ε ของ Launder and Sharma (1974) สามารถตรวจจับ
พฤติกรรมความเปลี่ยนผานได โดยใหผลการทํานายที่เปนแบบราบเรียบในชวงตนและเปลี่ยนผาน
เขาสูแบบปนปวนในชวงถัดมา สังเกตไดจากตําแหนงการแยกตัวของโพรไฟลเลขเรยโนลดความ
หนาโมเมนตัมจากโพรไฟลความราบเรียบ ไมไดเกิดขึ้นทันทีที่ตําแหนงปากทางเขา อยางไรก็ตาม 
แบบจําลองทํานายจุดเริ่มเกิดความเปลี่ยนผานเร็วกวาความเปนจริง และจําลองการเติบโตของความ
เปลี่ยนผานเร็วเกินไปเชนกัน สงผลใหความยาวชวงเปลี่ยนผานมีระยะสั้นเมื่อเปรียบเทียบกับผลการ
ทดลอง ในชวงหลังเปลี่ยนผานแบบจําลองใหผลการทํานายต่ําสําหรับสัมประสิทธิ์ความเสียดทาน
พื้นผิวและตัวประกอบสัญฐาน ยกเวนกรณีที่กระแสอิสระปนปวนมีความเขมสูง Tu=6.14% และ 
7.78% ซ่ึงใหผลการทํานายสอดคลองดีกับผลการทดลอง สําหรับกรณีกระแสการไหลแยกตัว T3C4 
แบบจําลองสามารถทํานายการแยกตัวของชั้นชิดผิวได โดยใหผลทํานายจุดที่เกิดการแยกตัวที่ลาชา
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ออกไป และใหผลการทํานายสอดคลองพอใชกับความเปลี่ยนผานที่เกิดจากกระแสแยกตัว พิจารณา
โพรไฟลของความเร็ว จะเห็นไดวาแบบจําลองใหผลการทํานายที่สอดคลองเปนอยางดีกับผลการ
ทดลองในชวงกอนเปลี่ยนผาน และใหผลการทํานายต่ําในชวงการเปลี่ยนผาน ทั้งนี้เพราะในชวงดัง
กลาวมีการผลิตความปนปวนขึ้นมากกวาปกติ สําหรับชวงหลังเปลี่ยนผานกรณีกระแสอิสระปน
ปวนความเขมต่ํา แบบจําลองใหผลการทํานายต่ํา ทั้งนี้เพราะพัฒนาการของชั้นชิดผิวไปสูความปน
ปวนยังไมสมบูรณที่ตําแหนงดังกลาว อยางไรก็ตาม กรณีกระแสอิสระปนปวนความเขมปานกลาง
และสูง แบบจําลองใหผลการทํานายที่สอดคลองดีกับผลการทดลอง พิจารณาพลังงานจลนปนปวน
จะพบวาแบบจําลองใหผลการทํานายต่ําในชวงกอนเปลี่ยนผาน ใหผลการทํานายสอดคลองดีในชวง
หลังเปลี่ยนผาน สวนในชวงเปลี่ยนผาน แบบจําลองใหผลการทํานายสูงในกรณีกระแสอิสระปน
ปวนความเขมต่ํา ทั้งนี้เพราะผลกระทบจากความปนปวนถูกผลิตขึ้นเร็วเกินไป พิจารณาความเคน
เฉือนเรยโนลดจะพบวาแบบจําลองใหผลการทํานายสูงกับทุกกรณีทดสอบ โดยโพรไฟลมีคาสูงสุด
ในชวง 0.1<y/δ<0.5 สําหรับชวงกอนเปลี่ยนผาน และ 0.1<y/δ<0.75 สําหรับชวงถัดจากนั้น 
เหตุผลที่แบบจําลองความปนปวน k-ε ของ Launder and Sharma (1974) สามารถ
ตรวจจับพฤติกรรมความเปลี่ยนผานไดนั้น เปนเพราะแบบจําลองดังกลาวถูกพัฒนาขึ้นบนหลักการ
ของการจําลองแบบเลขเรยโนลดต่ํา ซ่ึงมีการบรรจุฟงกชันการหนวงที่ผนังเขาไวในแบบจําลอง เพื่อ
ชวยจัดการกับพฤติกรรมที่เกิดขึ้นในชั้นผิวยอยความหนืด แบบจําลองจึงสามารถตรวจจับพฤติกรรม
ความเปลี่ยนผานที่เกิดขึ้นในชั้นชิดผิวได แตอยางไรก็ตาม ความสามารถดังกลาวใชไดผลดีกับ
เฉพาะกรณีการไหลที่มีระดับกระแสอิสระปนความเขมสูงเทานั้น ที่เปนเชนนี้เพราะฟงกชันการ
หนวงที่ผนังในแบบจําลองนี้ ถูกพัฒนาขึ้นโดยการเทียบวัดกับพฤติกรรมแบบปนปวนสมบูรณ ไม
ใชกับพฤติกรรมแบบเปลี่ยนผานแตอยางใด การที่แบบจําลองสามารถตรวจจับพฤติกรรมความ
เปลี่ยนผานไดนั้น จึงเปนเรื่องบังเอิญและเปนเพียงผลพลอยไดจากฟงกชันการหนวงที่ผนังเทานั้น 
แบบจําลองของ Suzen and Huang (2000) ใหผลการทํานายจุดเริ่มเกิดความเปลี่ยน
ผานเร็วเกินไปในกรณีกระแสอิสระปนปวนความเขมต่ํา และใหผลการทํานายลาชาในกรณีกระแส
อิสระปนปวนความเขมปานกลางขึ้นไป ซ่ึงดูไดจากตําแหนงการแยกตัวของโพรไฟลเลขเรยโนลด
ความหนาโมเมนตัมจากแนวโพรไฟลแบบราบเรียบ พิจารณาสัมประสิทธิ์ความเสียดทานพื้นผิวจะ
พบวาแบบจําลองใหผลทํานายสูงเล็กนอยในบริเวณจุดสิ้นสุดชวงเปลี่ยนผาน แสดงวาความเปลี่ยน
ผานมีการเติบโตคอนขางเร็ว ซ่ึงสงผลใหความยาวชวงเปลี่ยนผานสั้นกวาความเปนจริง พิจารณาตัว
ประกอบสัญฐานพบวาแบบจําลองทํานายการเปลี่ยนแปลงที่คอนขางคงที่ประมาณ 2.6 ในชวงตน
กระแส ซ่ึงสอดคลองกับพฤติกรรมความราบเรียบ ที่เปนเชนนี้เนื่องจากความตอเนื่องที่ใชถวงน้ํา
หนักพจนความเคนเฉือนเรยโนลดในแบบจําลอง ถูกกําหนดใหมีคานอยที่ตําแหนงตนกระแส จึงทํา
ใหแบบจําลองไมสามารถสรางความปนปวนใหเกิดขึ้นไดในชวงดังกลาว พิจารณาผลการทํานาย
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ความเร็วจะพบวากรณีกระแสอิสระปนปวนความเขมต่ํา แบบจําลองใหผลการทํานายต่ําในชวงกอน
เปลี่ยนผาน ทั้งนี้เปนเพราะความเปลี่ยนผานเกิดขึ้นเร็วเกินไป สําหรับกรณีที่กระแสอิสระปนปวนมี
ความเขมปานกลางและสูง แบบจําลองใหผลการทํานายที่สอดคลองดีเมื่อเปรียบเทียบกับผลการ
ทดลอง สําหรับชวงเปลี่ยนผาน แบบจําลองใหผลการทํานายผลสอดคลองดีกับผลการทดลองใน
กรณีกระแสอิสระปนปวนความเขมปานกลาง และใหผลการทํานายต่ําและสูงสําหรับกรณีกระแส
อิสระปนปวนความเขมต่ําและสูง ตามลําดับ สําหรับชวงหลังเปลี่ยนผาน แบบจําลองใหผลการ
ทํานายต่ําในกรณีกระแสอิสระปนปวนความเขมต่ํา ทั้งนี้เพราะชั้นชิดผิวยังพัฒนาความปนปวนได
ยังไมสมบูรณพอที่ตําแหนงดังกลาว สวนกรณีกระแสอิสระปนปวนความเขมปานกลางและสูง แบบ
จําลองใหผลการทํานายที่สอดคลองดีกับผลการทดลอง พิจารณาพลังงานจลนปนปวนพบวา แบบ
จําลองใหผลการทํานายสูงในชวงกอนเปลี่ยนผาน และผลการทํานายมีความสอดคลองมากขึ้นใน
ชวงถัดจากนั้น สําหรับผลการทํานายความเคนเฉือนเรยโนลดพบวาแบบจําลองใหผลการทํานายสูง
ในกรณีกระแสอิสระปนปวนความเขมต่ํา โดยใหลักษณะของโพรไฟลคลายกับที่ทํานายไดจากแบบ
จําลอง SST สําหรับกรณีกระแสอิสระปนปวนความเขมปานกลางและสูงพบวาแบบจําลองใหผล
การทํานายต่ําในชวงตนของชวงเปลี่ยนผาน และใหผลการทํานายสูงในชวงถัดจากนั้น กรณีกระแส
อิสระปนปวนความเขมสูง แบบจําลองใหผลการทํานายต่ํากวาในชวงเปลี่ยนผาน ทั้งนี้เพราะแบบ
จําลองทํานายการเกิดความเปลี่ยนผานลาชากวาความเปนจริง กรณีการไหลแบบกระแสแยกตัว 
แบบจําลองสามารถทํานายพฤติกรรมการแยกตัวของกระแสการไหลได และใหผลการทํานายความ
เปลี่ยนผานที่เกิดจากกระแสแยกตัวดังกลาวคอนขางสอดคลองดี 
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รูปที่ 5.24 การแจกแจงความไมตอเนื่องในกรณี T3A ของแบบจําลอง Suzen and Huang (2000) 
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โดยสรุปแลว แบบจําลองของ Suzen and Huang (2000) เหมาะสําหรับใชจําลองความ
เปลี่ยนผานในชวงกระแสอิสระปนปวนความเขมปานกลาง แบบจําลองใหผลการจําลองพฤติ
กรรมการไหลที่เปนแบบราบเรียบในชวงตนกระแสเสมอ ที่เปนเชนนี้เพราะแบบจําลองนี้ไดกําหนด
ใหความไมตอเนื่องที่ตําแหนงตนกระแสมีคานอย (ดังแสดงในรูปที่ 5.24 โพรไฟลที่ Reθ มีคานอย
หมายถึงที่ตําแหนงตนกระแส) บทบาทของสวนปนปวนในพจนความเคนเรยโนลดจึงขาดหายไป 
ผลกระทบของความปนปวนในรูปกระแสอิสระปนปวนจึงไมถูกพิจารณา นอกจากนี้ สหสัมพันธ
จุดเริ่มเกิดความเปลี่ยนผานที่ Suzen and Huang (2000) นําเสนอ ดูเหมือนวาใหผลไมสอดคลองกับ
การใชงานในแบบจําลองเทาที่ควร โดยใหผลการทํานายที่เร็วเกินไปในกรณีกระแสอิสระปนปวน
ความเขมต่ํา และใหผลการทํานายที่ลาชาในกรณีกระแสอิสระปนปวนความเขมสูง  
แบบจําลองของ Lodefier, Merci, De Langhe and Dick (2005) ทํานายจุดเริ่มเกิด
ความเปลี่ยนผานไดเร็วเกินไปในกรณีกระแสอิสระปนปวนความเขมต่ํา และใหผลการทํานายลาชา
ในกรณีกระแสอิสระปนปวนความเขมปานกลางและสูง แบบจําลองทํานายการเติบโตของชวง
เปลี่ยนผานไดคอนขางชา สงผลใหชวงเปลี่ยนผานมีระยะยาวกวาความเปนจริง แบบจําลองทํานาย
สัมประสิทธิ์ความเสียดทานพื้นผิวไดต่ํากวาความเปนจริง ที่เปนเชนนี้เพราะแบบจําลองไมไดสราง
สภาวะความปนปวนใหเกิดขึ้นอยางสมบูรณ พิจารณาตัวประกอบสัญฐานพบวาแบบจําลองใหผล
การทํานายโนมไปตามเสนความราบเรียบเปนสวนใหญ และไมสามารถลูเขาถึงแนวความปนปวน
ได นั่นแสดงวา แบบจําลองไมสามารถตรวจจับพฤติกรรมความปนปวนแบบสมบูรณไดในทุกกรณี
ทดสอบ สําหรับการทํานายโพรไฟลความเร็ว แบบจําลองใหผลการทํานายที่สอดคลองดีกับทุกกรณี
ทดสอบในชวงกอนเปลี่ยนผาน แตในชวงเปลี่ยนผานและชวงหลังเปลี่ยนผาน แบบจําลองใหผลการ
ทํานายต่ําในกรณีกระแสอิสระปนปวนความเขมต่ํา และใหผลการทํานายสูงในกรณีกระแสอิสระ
ปนปวนความเขมปานกลางและสูง สําหรับผลทํานายพลังงานจลนปนปวน แบบจําลองใหผลการ
ทํานายที่สอดคลองพอใชในชวงกอนเปลี่ยนผาน และใหผลการทํานายต่ําในชวงถัดจากนั้น อธิบาย
ไดวาแบบจําลองไมสามารถสรางภาวะความปนปวนอยางสมบูรณใหเกิดขึ้นไดภายในชวงดังกลาว 
สงผลใหคาความเคนเฉือนเรยโนลดที่ทํานายไดมีคาต่ํากวาความเปนจริง 
แบบจําลองของ Lodefier, Merci, De Langhe and Dick (2005) เปนแบบจําลองที่มี
ปญหาทางดานเสถียรภาพการคํานวณคอนขางมาก อันเนื่องมาจากรูปแบบที่ไมเหมาะสมของพจน
สัมประสิทธิ์การแพร µζ  ในสมการความไมตอเนื่องสําหรับกระแสอิสระ ความถูกตองของการ
จําลองของแบบจําลองนี้ขึ้นอยูกับคาของฟงกชันการเริ่มตน Fs ที่กําหนดใหกับการคํานวณ ฟงกชัน
ดังกลาวมีรูปแบบที่ไมเปนฟงกชันตอเนื่องและขาดความมีนัยทั่วไป คาที่เหมาะสมของฟงกชันถูก
ทดสอบและถูกพิจารณาเปนรายกรณีไป ซ่ึงสรางความไมสะดวกตอการประยุกตใชงานเปนอยางยิ่ง 
ขอดอยหลักที่เดนชัดของแบบจําลอง Lodefier, Merci, De Langhe and Dick (2005) และ Suzen and 
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Huang (2000) คือ แบบจําลองทั้งสองแบบถูกพัฒนาบนพื้นฐานของตัวแปรไมเฉพาะที่ ซ่ึงตองอาศัย
การคํานวณหาพารามิเตอรที่เกี่ยวของกับความหนาโมเมนตัม และความยาวของชวงเปลี่ยนผาน ณ 
ตําแหนงที่กําหนด ซ่ึงขั้นตอนดังกลาวเกี่ยวของเปนอยางมากกับลักษณะของรูปทรงและกริดที่ใช 
แบบจําลองของ Menter, Langtry, Volker and Huang (2005) ใหผลการทํานาย
พัฒนาการของชั้นชิดผิวความเปลี่ยนผานสอดคลองดีกับผลการทดลอง ใหผลการทํานายจุดเริ่มเกิด
ความเปลี่ยนผาน และขนาดความยาวชวงเปลี่ยนผานไดถูกตองในกรณีกระแสอิสระปนปวนความ
เขมต่ําถึงปานกลาง สวนกรณกีระแสอิสระปนปวนความเขมสูง แบบจําลองทํานายจุดเริ่มเกิดความ
เปลี่ยนผานไดเร็วเกินไป และทํานายขนาดความยาวชวงเปลี่ยนผานไมสอดคลองกับความเปนจริง 
แบบจําลองสามารถสรางพฤติกรรมความปนปวนใหเกิดขึ้นไดตั้งแตตนกระแส เพราะคาความไมตอ
เนื่องของการจําลองถูกกําหนดใหเทากับ 1 ที่ทางเขาและที่ผิวอิสระ ซ่ึงทําใหแบบจําลองสามารถ
แพรอิทธิพลของกระแสอิสระปนปวนเขาสูช้ันชิดผิวการไหลไดตั้งแตตน สงผลใหโพรไฟลการลด
ลงของตัวประกอบสัญฐานในกรณีกระแสอิสระปนปวนความเขมต่ําถึงปานกลาง เปนไปอยางสอด
คลองกับผลการทดลอง แตเมื่อการไหลอยูภายใตสภาวะกระแสอิสระปนปวนความเขมสูง แบบ
จําลองจะทํานายการลดลงของตัวประกอบสัญฐานไดคอนขางเร็วตั้งแตตําแหนงทางเขา ที่เปนเชนนี้
เพราะแบบจําลองสรางสภาวะความปนปวนมากเกินไปในชวงกอนเปลี่ยนผาน อิทธิพลของความ
ปนปวนจึงสงผลกระทบอยางมากตั้งแตที่บริเวณปากทางเขา สําหรับการทํานายความเร็วพบวาแบบ
จําลองใหผลการทํานายสอดคลองดีกับผลการทดลองในทุกชวงพฤติกรรม สําหรับผลการทํานาย
พลังงานจลนปนปวนพบวาแบบจําลองใหผลการทํานายต่ําในทุกกรณีในชวงกอนเปลี่ยนผานและ
ชวงเปลี่ยนผาน และใหผลสอดคลองดีในชวงหลังเปลี่ยนผาน สําหรับผลการทํานายความเคนเฉือน
เรยโนลดพบวา แบบจําลองใหผลการทํานายสอดคลองดีในกรณีที่กระแสอิสระปนปวนความเขมต่ํา
ถึงปานกลาง และใหผลการทํานายสูงในกรณีกระแสอิสระปนปวนความเขมสูง ทั้งนี้เพราะแบบ
จําลองสรางสภาวะความปนปวนใหเกิดขึ้นเร็วเกินไป กรณีการไหลแบบกระแสแยกตัว T3C4 แบบ
จําลองสามารถตรวจจับการเกิดกระแสแยกตัวได และใหผลการจําลองความเปลี่ยนผานที่เกิดจาก
กระแสแยกตัวดังกลาวไดสอดคลองพอใช โดยทํานายจุดที่เกิดการแยกตัวที่ตําแหนง x=0.60 เมตร 
และจุดที่กระแสตกกระทบซ้ําที่ตําแหนง x=1.6 เมตร ผลการจําลองพฤติกรรมความเร็วในแบบคอน
ทัวรที่แสดงในรูปที่ 5.34 แสดงใหเห็นลักษณะของชั้นชิดผิวที่เกิดขึ้นตลอดชวงความยาวของแผน
เรียบ จุดที่ระบุ xS และ xE แสดงถึงตําแหนงของจุดเริ่มเกิดและจุดสิ้นสุดของความเปลี่ยนผาน ตาม
ลําดับ สําหรับกรณีใดที่ไมปรากฏจุด xE หมายความวา กระบวนการของชั้นชิดผิวความเปลี่ยนผานที่
เกิดขึ้น ยังไมส้ินสุดภายในชวงความยาวที่กําหนด 
แบบจําลองของ Menter, Langtry, Volker and Huang (2005) เปนแบบจําลองที่ถูก
พัฒนาขึ้นบนพื้นฐานของสหสัมพันธ โดยมีวัตถุประสงคเพื่อสรางแบบจําลองใหมีตัวแปรแบบ
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เฉพาะที่ แบบจําลองนี้อาศัยอิทธิพลของกระแสอิสระปนปวนเพียงอยางเดียว ในการสรางความไม
ตอเนื่องใหกับพฤติกรรมแบบเปลี่ยนผาน โดยไมไดคํานึงถึงผลกระทบของความไมตอเนื่องจากจุด
กอความปนปวนซึ่งเกิดขึ้นในบริเวณใกลผนังแตอยางใด แบบจําลองมีประสิทธิภาพในการทํานาย
ไดผลดีกับกรณีกระแสอิสระปนปวนความเขมต่ําถึงปานกลาง สวนกรณีกระแสอิสระปนปวนความ
เขมสูง แบบจําลองใหผลการทํานายการเติบโตของความเปลี่ยนผานไดเร็วเกินไป เหตุที่เปนเชนนี้
เพราะวาสหสัมพันธสําหรับเลขเรยโนลดความหนาโมเมนตัมแบบเปลี่ยนผาน ซ่ึงถูกใชระบุจุดเริ่ม
เกิดความเปลี่ยนผานนั้น ถูกสรางขึ้นใหสอดคลองกับผลของ Mayle (1991) ในชวงคากระแสอิสระ
ปนปวนความเขมสูง จากรูปที่ 5.25 จะเห็นไดวาสหสัมพันธดังกลาวใหผลที่มีแนวโนมลดลงอยาง
ตอเนื่องเมื่อระดับความปนปวนของกระแสอิสระมีคาเพิ่มขึ้น ซ่ึงการเพิ่มขึ้นมีความคลายเสนตรง
เมื่อแสดงผลในรูปคาผกผัน โดยเลขเรยโนลดความหนาโมเมนตัมแบบเปลี่ยนผานจะถูกกําหนดให
มีคานอยที่สุดเทากับ 20 สอดคลองกับระดับกระแสอิสระปนปวนที่ 35 เปอรเซ็นต ซ่ึงคาดังกลาวนี้
นับวาคอนขางนอยทีเดียวเมื่อเทียบกับที่ Abu-Ghannam and Shaw (1998) เสนอไว คือ ความเปลี่ยน
ผานจะเกิดขึ้นไดอยางเร็วที่สุดที่ตําแหนง Reθt=163 จึงสงผลใหแบบจําลองนี้ทํานายจุดเริ่มเกิดความ
เปลี่ยนผานไดเร็วในกรณีกระแสอิสระปนปวนความเขมสูง   
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รูปที่ 5.25 ความสัมพันธระหวาง Reθt และ 1/Reθt กับระดับกระแสอิสระปนปวน 
   
จากตารางที่ 5.1 สรุปไดวา แบบจําลองแตละแบบใหผลการทํานายแรงฉุดบนแผน
เรียบที่แตกตางกัน แบบจําลอง SST ใหผลการทํานายที่สมนัยกับผลของภาวะความปนปวนสมบูรณ 
(เพราะไดนําเสนอผลใหเห็นอยางชัดเจนแลววาแบบจําลอง SST สรางสภาวะความปนปวนสมบูรณ
ตั้งแตตน) แบบจําลองของ Launder and Sharma (1974) และของ Suzen and Huang (2000) ใหผล
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การทํานายที่ใกลเคียงกับแบบจําลอง SST ในชวงกระแสอิสระปนปวนความเขมต่ํา (เชน กรณี T3K) 
แสดงวาแบบจําสองทั้งคูทํานายการเกิดความเปลี่ยนผานไดเร็วเกินไป แบบจําลองของ Lodefier, 
Merci, De Langhe and Dick (2005) ใหผลการทํานายต่ํากวาแบบจําลองอื่นที่นํามาทดสอบดวยกัน
คอนขางมากในทุกกรณี ทั้งนี้เพราะแบบจําลองนี้จําลองภาวะการไหลที่เปนแบบราบเรียบเสียเปน
สวนใหญ และไมสามารถสรางภาวะความปนปวนสมบูรณใหเกิดขึ้นได นอกจากนี้ ในกรณีทดสอบ
ที่มีผลกระทบของเกรเดียนตความดันเขามาเกี่ยวของ แบบจําลองดังกลาวยังขาดเสถียรภาพในการ
คํานวณจนไมสามารถใหผลการจําลองออกมาได สําหรับแบบจําลองของ Menter, Langtry, Volker 
and Huang (2005) ซ่ึงใหผลการทํานายที่สอดคลองกับผลการทดลองเปนอยางดีนั้น ทํานายแรงฉุด
ไดคาต่ํากวาในทุกกรณีอยางเห็นไดชัดเจน เมื่อเทียบกับที่ทํานายดวยแบบจําลองปนปวนสมบูรณ 
โดยเฉพาะอยางยิ่งในกรณีการไหลที่มีระดับกระแสอิสระความปนปวนคาต่ํา แบบจําลองใหผลการ
ทํานายที่ต่ํากวาถึง 66 เปอรเซ็นต   
 
ตารางที่ 5.3 แรงฉุด (10-2×N) ของการไหลบนแผนเรียบของกรณีทดสอบ T3-ERCOFTAC 
Model T3AM T3A T3B T3C1 T3C2 T3C3 T3C4 T3C5 
Launder-Sharma (1974) 116.27 12.56 38.17 27.13 19.10 10.19 1.12 50.90 
SST-Menter (1994) 149.80 14.47 42.98 30.18 21.73 12.60 1.94 50.06 
Suzen-Huang (2000) 144.70 12.33 40.90 29.40 17.71 8.83 1.13 50.96 
Lodefier et al (2005) 90.87   8.85 33.00 - - - - - 
Menter et al (2005) 50.00 12.26 42.64 29.50 14.52 7.23 1.06 48.43 
 
5.2 การไหลผานแพนอากาศ NACA-0012 
การจําลองการไหลผานแพนอากาศ นับวาเปนเครื่องมือที่สําคัญมากในการใชวิเคราะหและ
ออกแบบอากาศยาน กลจักรกังหันหมุน และการประยุกตใชงานทางดานกังหันลมในปจจุบัน การ
ไหลชนิดนี้มีความเปนแบบฉบับที่ใชในการศึกษาและจําลองทางดาน CFD มาคอนขางยาวนาน การ
ไหลผานแพนอากาศจัดวาเปนการไหลที่ซับซอน ทั้งนี้เพราะโดยสวนใหญการไหลชนิดนี้มักปรากฏ
พฤติกรรมความเปลี่ยนผานเกิดขึ้นเสมอ ซ่ึงพฤติกรรมดังกลาวยังไมมีทฤษฎีที่นาเชื่อถือเพียงพอมา
รองรับในปจจุบัน นอกจากนี้การไหลยังอยูภายใตผลกระทบของการเปลี่ยนแปลงความโคงของพื้น
ผิวและเกรเดียนตความดันยอนกลับ ซ่ึงมีสวนอยางมากในการเหนี่ยวนําใหเกิดการแยกตัวของ
กระแสการไหลในชั้นชิดผิว ซ่ึงเปนเรื่องยากทีเดียวที่จะทํานายพฤติกรรมดังกลาวไดอยางแมนยํา 
โชคดีที่เมื่อกวา 10 ปที่ผานมา มีการพัฒนาวิธีการหลายอยางเขามาชวยในการทํานายการไหลผาน
แพนอากาศ อาทิเชน การคํานวณแบบเชิงซอน การคํานวณแบบไมคงตัว การคํานวณชั้นชิดผิว การ
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คํานวณแบบอันตรกิริยาระหวางความหนืด-ความไมหนืด การคํานวณกระแสแยกตัวโดยใชหลักการ
ศักยการไหล ฯลฯ   และเมื่อเร็ว ๆ นี้ ไดมีการนําเอาสมการนาเวียร-สโตกสไปแกดวยวิธีตรง วิธีดัง
กลาวนับวาเปนการปฏิวัติดานการคํานวณเชิงตัวเลขไปอยางมาก เพราะชวยสรางความเปนไปได
ใหม ๆ ใหกับการจําลองพฤติกรรมความปนปวนและความเปลี่ยนผานไดมากขึ้น (Eaterinaris and 
Platzer, 1997) อยางไรก็ตาม ประสิทธิภาพและความแมนยําของการคํานวณดวยวิธีดังที่กลาวมานี้
ขึ้นอยูกับหลายปจจัย เชน ระเบียบวิธีเชิงตัวเลขที่ใช ลักษณะของกริดที่สรางขึ้น และแบบจําลองที่
เลือกใชงาน 
การจําลองการไหลผานแพนอากาศที่จะนําเสนอในที่นี้ มีจุดมุงหมายเพื่อทําการทดสอบ
แบบจําลองในการทํานายความเปลี่ยนผานที่เกิดขึ้นภายใตผลกระทบของพื้นผิวที่มีการเปลี่ยนแปลง
ความโคง เกรเดียนตความดันซึ่งมีทั้งเกรเดียนตความดันเสริมและเกรเดียนตความดันยอนกลับ และ
กระแสอิสระปนปวนซึ่งโดยปกติมักมีความเขมอยูในชวงคาต่ํา (Tu<1.0%) ในยานที่กอใหเกิดความ
เปลี่ยนผานแบบธรรมชาติ ซ่ึงกอปญหาใหกับการทํานายพฤติกรรมการไหลผานแพนอากาศเปน
อยางมาก เนื่องจากวาแบบจําลองความเปลี่ยนผานสวนใหญถูกพัฒนาขึ้นบนรากฐานของผลกระทบ
หลักเพียงสองสวน คือ กระแสอิสระปนปวนและเกรเดียนตความดัน จึงเหมาะสําหรับใชทํานาย
ความเปลี่ยนผานที่เกิดขึ้นบนแผนเรียบ  
5.2.1 คุณลักษณะทั่วไปของการไหลผานแพนอากาศ 
แพนอากาศสวนใหญมักออกแบบใหพื้นผิวมีรูปทรงโคง โดยลักษณะความโคงจะลู
เขาในชวงตนและบานออกในชวงทาย อาจมีความสมมาตรของรูปทรงสวนบนลางหรืออาจไม
สมมาตรก็ได ความยาวของแพนอากาศวัดแนวตรงจากหัวแพน (จุด A) ถึงหางแพน (จุด B) เรียกวา 
ความยาวคอรด มุมที่แกนคอรดกระทํากับทิศกระแสการไหล เรียกวา มุมปะทะ ภาพวาดการไหล
ผานแพนอากาศแสดงในรูปที่ 5.26 กระแสราบเรียบแบบเอกรูปความเร็ว U0 ไหลจากทางดานซาย
ไปขวา เขาปะทะกับแพนอากาศดวยมุม α องศา ซ่ึงวัดคาเปนบวกในทิศทางตามเข็มนาฬิกา กระแส
การไหลจะไหลเลี้ยวไปตามความโคงของพื้นผิวทั้งดานบนและดานลาง จุดที่เสนการไหลสวนบน
และสวนลางแยกออกจากกัน ซ่ึงจะเกิดขึ้นที่บริเวณสวนหัว และจุดที่ประชิดเขาดวยกันอีกครั้ง ซ่ึง
จะเกิดขึ้นที่บริเวณสวนหาง เรียกวา จุดชะงักไหล หากวิเคราะหพฤติกรรมการไหลจะพบวา ในชวง
ตนที่พื้นผิวมีความโคงลูเขา เสนการไหลจะถูกบีบตัว ทําใหความเร็วของกระแสการไหลเพิ่มขึ้น 
ความดันที่บริเวณดังกลาวจึงมีคาลดลงเปนสภาวะเกรเดียนตความดันเสริม ซ่ึงตรงกันขามกับการ
ไหลในชวงทายที่พื้นผิวมีความโคงบานออก กระแสการไหลจะถูกชะลอตัวใหชาลง เพราะพื้นที่
หนาตัดของการไหลกวางขึ้นในขณะที่อัตราการไหลมวลของการไหลคงเดิม ความดันในบริเวณดัง
กลาวจึงเพิ่มขึ้นกอใหเกิดสภาวะเกรเดียนตความดันยอนกลับ ซ่ึงหากมีขนาดใหญเพียงพอ กระแส
การไหลจะถูกตานจนไมสามารถไหลเกาะไปตามพื้นผิวได เกิดการแยกตัวของชั้นชิดผิวข้ึนใน
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บริเวณชวงทาย จุดแรกที่กระแสการไหลเกิดการแยกตัว เรียกวา จุดแยกตัว (จุด C) ซ่ึงที่จุดดังกลาว 
ความเคนเฉือนพื้นผิวมีคาเปนศูนย τw=0 หรือ ∂u/∂n=0 ในกรณีที่มุมปะทะมีคามากกวาศูนย จุด
ชะงักไหลที่หัวแพนจะอยูต่ําลงมาทางดานลางจากจุด A ทอการไหลผานสวนบนจึงถูกบีบใหแคบลง
มากขึ้น กระแสการไหลจึงถูกเรงตัวใหเร็วข้ึน สงผลใหความดันลดต่ําลง ในขณะเดียวกันทอการ
ไหลของสวนลางจะกวางขึ้น กระแสการไหลจึงถูกหนวงใหชาลง ความดันจึงเพิ่มสูงขึ้นและมีขนาด
มากกวาความดันที่เกิดขึ้นทางดานสวนบน กอใหเกิดแรงยกกระทํากับแพนอากาศ ในกรณีที่มุม
ปะทะมีขนาดเพิ่มขึ้น พื้นที่หนาตัดของการปะทะก็จะเพิ่มขึ้นดวย แรงฉุดที่กระทํากับแพนอากาศจึง
เพิ่มขึ้น ยิ่งขนาดของมุมปะทะใหญขึ้นเทาใดแรงฉุดก็จะเพิ่มมากขึ้นตามไปดวย ผลกระทบจากเกรเดี
ยนตความดันยอนกลับจึงเพิ่มมากขึ้น ซ่ึงสงผลเสียตอการไหลเปนอยางมาก กลาวคือ มีโอกาสมาก
ขึ้นที่กระแสการไหลจะเกิดการแยกตัวออกจากผิว อันเนื่องมาจากไมสามารถเอาชนะแรงตานที่เกิด
จากเกรเดียนตความดันยอนกลับได ซ่ึงหากเปนเชนนั้น กระแสการไหลบางสวนจะเกิดการไหลวน
ยอนกลับ 
 
 
 
 
 
รูปที่ 5.26 ลักษณะการไหลผานแพนอากาศ NACA 64A015 ที่มุมปะทะ 5 องศา (บน) 
   (Van Dyke, 1964) และภาพวาดการไหลผานแพนอากาศ (ลาง) 
 
จากการศึกษาพบวาการไหลผานแพนอากาศในชวงคาเลขเรยโนลด 3.0×105-1.0×106 
นั้น สามารถกอใหเกิดพฤติกรรมความเปลี่ยนผานขึ้นไดทั้งผิวดานบนและผิวดานลาง โดยความ
เปลี่ยนผานที่เกิดขึ้นบนผิวดานบนนั้น นอกจากจะเกิดจากพฤติกรรมปกติของการไหลที่เปลี่ยนผาน
จากความราบเรียบไปสูความปนปวนแลว ยังเกิดขึ้นไดจากผลกระทบจากปจจัยอ่ืนไดอีก อาทิเชน 
α 
ChordU0 
Separation zone 
Boundary layer edge 
B 
 A 
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อิทธิพลของขอบทางเขาที่เบี่ยงกระแสการไหลใหตีบเขาในชวงตนและบานออกในชวงถัดมา ซ่ึง 
กอใหเกิดฟองกระแสแยกตัวขึ้น อิทธิพลของเกรเดียนตความดันยอนกลับซึ่งเปนสาเหตุหลักทําให
เกิดการแยกตัวของกระแสการไหลบริเวณสวนหางของแพนอากาศ โดยผลกระทบทั้งสองที่กลาวมา
ลวนมีสวนเหนี่ยวนําใหเกิดความเปลี่ยนผานไดทั้งสิ้น สําหรับการไหลในสวนผิวดานลางของแพน
อากาศเมื่อมุมปะทะมีขนาดเพิ่มขึ้น สภาวะการไหลจะอยูภายใตอิทธิพลของเกรเดียนตความดัน
เสริม ซ่ึงเปนสภาวะที่กระแสการไหลถูกเรงตัว ในสภาวะเชนนี้ พฤติกรรมความเปลี่ยนผานจะถูก
ยับยั้งใหเกิดขึ้นไดชาลงหรืออาจไมเกิดขึ้นเลย แตทั้งนี้ทั้งนั้นก็ขึ้นอยูกับลักษณะรูปทรงความโคง
ของพื้นผิวเปนสําคัญ  
ในการออกแบบแพนอากาศสวนใหญ วิศวกรมักใหความสนใจตอผลของแรงยกและ
แรงฉุดในรูปสัมประสิทธิ์แรงยก CL และสัมประสิทธิ์แรงฉุด CD ซ่ึงมีนิยามดังนี้ 
 
21
02
/
D
D AC
Uρ= ;    21 02
/
L
L AC
Uρ=  (5.7a, b) 
 
เมื่อ D เปนแรงฉุด L เปนแรงยก A เปนพื้นที่ฉายตามระนาบตั้งฉากกับทิศที่แรงกระทํา และ U0 เปน
ความเร็วกระแสอิสระที่ทางเขา การออกแบบแพนอากาศเพื่อใหไดสภาวะทางอากาศพลศาสตรที่
เหมาะสมที่สุด (แรงยกมากที่สุดและแรงฉุดนอยที่สุด) เปนความทาทายอยางมากสําหรับวิศวกร ทั้ง
นี้เพราะในกรณีการไหลผานแพนอากาศ ทั้งแรงยกและแรงฉุดจะแปรผันตามกันเสมอ กลาวคือ หาก
ตองการแรงยกที่มาก (ซ่ึงทําไดโดยการเปดมุมปะทะใหใหญขึ้น) แรงตานก็จะมากขึ้นตามไปดวย 
เพราะพื้นหนาตัดที่รับแรงปะทะมีขนาดใหญขึ้น นอกจากนี้แพนอากาศมักถูกออกแบบใหไดคุณ
ลักษณะที่เรียกวา แพนอากาศแบบราบเรียบ กลาวคือ เปนแพนอากาศที่สามารถคงลักษณะการไหล
ใหเปนแบบแบบราบเรียบคลุมบริเวณใหไดมากที่สุด ทั้งนี้เพราะเปนที่ทราบกันดีวาชั้นชิดผิวแบบ
ราบเรียบมีความเสียดทานพื้นผิวนอยกวาชั้นชิดผิวแบบปนปวนคอนขางมาก การชะลอการเกิดการ
เปลี่ยนผานจากพฤติกรรมความราบเรียบไปสูความปนปวนใหชาลงได จึงชวยลดการสูญเสียที่จะ
เกิดขึ้นไดอยางมาก 
5.2.2 การคณนาและเงื่อนไขการวิเคราะหการไหลบนแพนอากาศ NACA-0012 
แพนอากาศที่ใชทดสอบในที่นี้คือ NACA-0012 เปนแพนอากาศที่มีลักษณะรูปทรง
สมมาตรในสวนบนและสวนลางแบบ 2 มิติ โดยโพรไฟลของรูปทรงคาํนวณไดจากสูตรซึ่งอยูในรูป
พิกัดตอความยาวคอรด (NACA Technical Memorandum 474, December 1996) ดังนี้ 
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 (5.8) 
 
เมื่อ c เปนความยาวคอรด คาคงที่ของโพรไฟล a0=0.2969, a1=-0.1260, a2=-0.3516, a3=0.2843 และ 
a4=-0.1036 เงื่อนไขการคํานวณถูกกําหนดใหสอดคลองกับเงื่อนไขการทดลองของ Lee and Kang 
(2000) ที่นํามาเปรียบเทียบ ดังนี้ ความยาวคอรดของแพนอากาศเทากับ 0.3 เมตร กระแสการไหลตั้ง
ตนที่มีระดับความปนปวนเทากับ 0.30 เปอรเซ็นต ไหลเขาปะทะกับแพนอากาศดวยมุม 0 องศา 
ความเร็ว 30 เมตร/วินาที ซ่ึงไดคาเลขมัคการไหล M≈0.086 (เมื่อ M=U0/V โดยที่ V=331.4+0.6t เปน
ความเร็วเสียงในอากาศ และ t เปนอุณหภูมิของอากาศในหนวยองศาเซลเซียส ซ่ึงในที่นี้กําหนดให
เทากับ 25oC) และเลขเรยโนลดการไหลอิงความยาวคอรด Rec=6.0×105 สอดคลองกับผลการ
ทดลองที่นํามาเปรียบเทียบ  
 
c=0.3 m3c 4c
4c
Symmetry
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รูปที่ 5.27 ลักษณะโดเมนและการกําหนดเงื่อนไขขอบสําหรับการไหลผานแพนอากาศ 
 
สําหรับการทดสอบในที่นี้ สภาวะของการไหลถูกพิจารณาใหเปนแบบอัดตัวไมได
เนื่องจาก M<<0.3 ความหนาแนนและความหนืดของของไหลถูกกําหนดใหมีคาคงที่เทากับ ρ=1.2 
kg/m3 และ µ=1.8×10-5 kg/ms ตามลําดับ โดเมนที่วิเคราะหจะพิจารณาเพียงสวนบนของแพนอากาศ 
ทั้งนี้เนื่องจากลักษณะของแพนอากาศมีความสมมาตรบนลาง แกนสมมาตรถูกกําหนดใหเปนขอบ 
เขตแบบสมมาตร ขอบทางเขาของโดเมนถูกสรางไวที่ระยะ 3 เทาของความยาวคอรดกอนถึงหัว
แพนอากาศ ขอบทางออกถูกวางไวหางจากหางแพนออกไปเปนระยะ 4 เทาของความยาวคอรด 
ขอบดานบนสูงจากแกนสมมาตรเปนระยะ 4 เทาของความยาวคอรด รายละเอียดของโดเมนและการ
กําหนดเงื่อนไขขอบแสดงในรูปที่ 5.27 และลักษณะของกริดแสดงในรูปที่ 5.28 การแปลงปริภูมิถูก
ใชเพื่อแปลงโดเมนกายภาพใหเปนโดเมนการคณนาที่มีรูปทรงสี่เหล่ียมฉาก โดเมนที่ใชจึงเปนแบบ
การไหลบนแผนเรียบ กริดไมสม่ําเสมอขนาด 290×200 ถูกสรางแบบพิกัดวัตถุลอมรอบรูปทรง โดย 
กริดจะถูกสรางใหหนาแนนมากในบริเวณใกลพื้นผิวและบริเวณหัวแพน ซ่ึงมีการเปลี่ยนแปลงของ
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กระแสการไหลคอนขางสูง กริดจุดแรกสูงจากผนังถูกสรางใหมีระยะ y+<1.0 ในการคํานวณ กริดจะ
ถูกสงใหไปเปนแบบสี่เหล่ียมจัตุรัสที่มีความสม่ําเสมอ จากนั้นจะถูกนําเขาสูกระบวนการแกหาผล
เฉลยตามขั้นตอนวิธี SIMPLE  
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รูปที่ 5.28 ลักษณะของกริดที่สราง (บน) และภาพขยายบริเวณสวนหัวแพน (ลาง) 
 
5.2.3 ผลการทดสอบการไหลผานแพนอากาศ NACA-0012 
การไหลผานแพนอากาศในที่นี้ ถูกใชเพื่อทดสอบความสามารถของแบบจําลอง 
Menter, Langtry, Volker and Huang (2005) และพารามิเตอรใหมที่นําเสนอวา สามารถประยุกตใช
งานไดดีกับปญหาการไหลที่ซับซอนไดอยางมีประสิทธิภาพเพียงใด ผลการทดสอบถูกนําไปเปรียบ
เทียบกับผลการทดลองของ Lee and Kang (2000) และในบางกรณีถูกนําไปเปรียบเทียบกับผลการ
คํานวณดวยวิธี LES ของ Marsden, Bogey and  Bailly (2006)  
สัมประสิทธิ์ความดัน CP ถูกใชเพื่อแสดงการกระจายตัวของความดันที่เกิดขึ้นรอบ
แพนอากาศ เพราะเปนที่รูกันดีวา เกรเดียนตความดันที่เกิดขึ้นรอบแพนอากาศมีผลกระทบอยางมาก
ตอพัฒนาการของชั้นชิดผิวทั้งแบบราบเรียบและแบบปนปวน ซ่ึงจะสงผลกระทบสืบเนื่องไปถึงแรง
ฉุดและแรงยกที่เกิดขึ้นบนแพนอากาศ สัมประสิทธิ์ความดันมีนิยามเปนสัดสวนของความดันสถิต
ตอพลังงานจลน (ซ่ึงอยูในรูปความเร็วกระแสอิสระ) ดังนี้  
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21
2
P
pC
Uρ ∞=    (5.8) 
 
เมื่อความดันสถิตหาไดจาก p=ρ(U02-U∞2)/2 ซ่ึงวิเคราะหไดจากสมการเบอรนูลลี โดยที่ U0 เปน
ความเร็วที่ทางเขา และ U∞ เปนความเร็วกระแสอิสระ การแจกแจงความดันในรูปสัมประสิทธิ์ความ
ดันรอบแพนอากาศที่มุมปะทะศูนยองศา แสดงในรูปที่ 5.29 (ซาย)  
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รูปที่ 5.29 สัมประสิทธิ์ความดัน (ซาย) และสัมประสิทธิ์ความเสียดทานพื้นผิว (ขวา) 
รอบแพนอากาศ NACA-0012  
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     รูปที่ 5.30 ความเร็วที่ตําแหนงตาง ๆ ของการไหลผานแพนอากาศ NACA-0012  
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สัมประสิทธิ์ความเสียดทานพื้นผิว Cf เปนอีกพารามิเตอรหนึ่งที่มีความสําคัญที่ใชใน
การวิเคราะหหาแรงฉุดที่เกิดขึ้นบนแพนอากาศ โพรไฟลของสัมประสิทธิ์ความเสียดทานพื้นผิว 
สามารถใชวิเคราะหหาตําแหนงจุดเริ่มเกิดและจุดสิ้นสุดของการเปลี่ยนผานได โดยความเปลี่ยน
ผานจะเริ่มเกิดขึ้นในตําแหนงที่สัมประสิทธิ์ความเสียดทานพื้นผิวมีคาต่ําที่สุด และสิ้นสุดใน
ตําแหนงที่สัมประสิทธิ์ความเสียดทานพื้นผิวมีคาสูงที่สุด ผลการทํานายเปรียบเทียบกับผลการ
ทดลองแสดงในรูปที่ 5.29 (ขวา)  
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รูปที่ 5.31 โพรไฟลการปนปวนของความเร็วของการไหลผานแพนอากาศ NACA-0012  
ผลการทดลอง (ซาย) และผลการทํานาย (ขวา) 
 
นอกจากนี้ โพรไฟลของความเร็วที่ตําแหนงตาง x/c=0.62, 0.65 และ 0.72 ถูกแสดง
ผลเปรียบเทียบกับผลการทดลอง และผลที่ทํานายดวยวิธี LES ในรูปที่ 5.30 การเปลี่ยนแปลงของ
โพรไฟลดังกลาวสามารถใชบงบอกไดถึงพัฒนาการของชั้นชิดผิวที่เกิดขึ้น วามีการเปลี่ยนผานจาก
ความราบเรียบสูความปนปวนในลักษณะของแบบใด จากรูปพบวาผลการทํานายที่นําเสนอใหความ
สอดคลองพอใชไดเมื่อเปรียบเทียบกับผลการทดลอง และใหผลที่ดีกวาเมื่อเปรียบเทียบกับผลที่ได
จากวิธี LES รูปที่ 5.31 แสดงโพรไฟลการปนปวนของความเร็วเปรยีบเทียบกับผลการทดลอง ซ่ึง
โพรไฟลดังกลาวสามารถใชอธิบายการเติบโตของจุดกอความปนปวนที่เกิดขึ้นในชั้นชิดผิวได (Lee 
and Kang, 2000) ขนาดของการปนปวนที่มากขึ้นแสดงถึงภาวะความปนปวนที่มากขึ้น ซ่ึงหมายถึง
การผลิตจุดกอความปนปวนที่มากขึ้นเชนกัน  
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5.2.4 สรุปและวิเคราะหผลการทดสอบการไหลผานแพนอากาศ NACA-0012 
รูปที่ 5.29 (ซาย) แสดงการแจกแจงความดันที่เกิดขึ้นบนแพนอากาศ จากรูปจะพบวา
การทํานายใหผลที่สอดคลองกันเปนอยางดีกับผลการทดลอง นอกจากนี้ยังพบวาชั้นชิดผิวที่เกิดขึ้น
ในชวง 0.0<x/c<0.15 จะอยูภายใตอิทธิพลของเกรเดียนตความดันเสริม และในสวนชวง x/c≥0.15 
จะอยูภายใตอิทธิพลของเกรเดียนตความดันยอนกลับ ลักษณะการกระจายความเร็วและความดันใน
รูปแบบคอนทัวรแสดงในรูปที่ 5.32 สวนครึ่งบนและสวนครึ่งลาง ตามลําดับ 
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รูปที่ 5.32 คอนทัวรของความเร็ว (คร่ึงบน) และของความดัน (คร่ึงลาง) สําหรับ NACA-0012 
 
พิจารณาสัมประสิทธิ์ความเสียดทานพื้นผิวที่เกิดขึ้นบนแพนอากาศ (รูปที่ 5.29 (ขวา)) 
ผลการทดลองของ Lee and Kang (2000) แสดงใหเห็นวาความเปลี่ยนผานเริ่มเกิดขึ้นที่ตําแหนง 
x/c≈0.62 (Reθ≈500) และปกคลุมไปจนถึงที่ตําแหนง x/c≈0.78 (Reθ≈860) ในชวงกอนการเปลี่ยน
ผาน x/c<0.62 สัมประสิทธิ์ความเสียดทานพื้นผิวที่วัดไดมีคาต่ํากวาผลที่วิเคราะหไดจากชั้นชิดผิว
แบบราบเรียบในกรณีเกรเดียนตความดันเปนศูนย ที่เปนเชนนี้เพราะผลกระทบจากเกรเดียนตความ
ดันยอนกลับที่เกิดขึ้นในชวงดังกลาว สําหรับในชวงหลังการเปลี่ยนผาน x/c>0.78 ช้ันชิดผิวมีพฤติ
กรรมเปนแบบปนปวน สัมประสิทธิ์ความเสียดทานพื้นผิวที่วัดไดมีคาต่ํากวาผลที่วิเคราะหไดจาก
ช้ันชิดผิวแบบปนปวนในกรณีเกรเดียนตความดันเปนศูนย ที่เปนเชนนี้เพราะเปนผลมาจากอิทธิพล
ของเกรเดียนตความดันยอนกลับ จากผลที่จําลองดวยวิธี LES (Marsden, Bogey and  Bailly, 2006) 
พบวาจุดเริ่มเกิดและจุดสิ้นสุดการเปลี่ยนผานที่ทํานายไดอยูที่ตําแหนง x/c≈0.54 และ x/c≈0.72 ตาม
ลําดับ ซ่ึงมีความยาวชวงของความเปลี่ยนผานมากกวาที่ไดจากผลการทดลองของ Lee and Kang 
(2000) ประมาณ 11 เปอรเซ็นต วิธี LES ใหผลการทํานายสัมประสิทธิ์ความเสียดทานพื้นผิวสูงกวา
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กรณีช้ันชิดผิวแบบราบเรียบที่เกรเดียนตความดันเปนศูนย และใหผลการทํานายต่ํากวาผลการ
ทดลองคอนขางมากในชวงหลังการเปลี่ยนผาน เมื่อพิจารณาผลการทํานายที่นําเสนอพบวา แบบ
จําลองใหผลการทํานายสูงในชวงกอนการเปลี่ยนผาน สอดคลองกับผลของ LES แบบจําลองทํานาย
การเติบโตของความเปลี่ยนผานไดลาชา สงผลใหชวงเปลี่ยนผานมีความยาวมากกวาความเปนจริง 
สําหรับในชวงหลังเปลี่ยนผาน แบบจําลองใหผลการทํานายต่ําเมื่อเปรียบเทียบกับผลการทดลอง 
และใหผลที่สมจริงมากกวาเมื่อเปรียบเทียบกับกับผลของ LES ความเปลี่ยนผานที่ทํานายไดเร่ิมเกิด
ที่ตําแหนง x/c≈0.48 และสิ้นสุดที่ตําแหนง x/c≈0.83 ซ่ึงคลุมพื้นที่ประมาณ 35 เปอรเซ็นตเมื่อเทียบ
กับความยาวคอรด  
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รูปที่ 5.33 พลังงานจลนปนปวนที่มากที่สุด (บน) และคอนทัวรของพลังงานจลนปนปวนสําหรับ
แบบปนปวนสมบูรณ (กลาง) และแบบเปลี่ยนผาน (ลาง) บน NACA-0012 
 
รูปที่ 5.30 (ซาย) แสดงโพรไฟลของความเร็วที่ตําแหนงตาง ๆ จากผลการทดลองของ 
Lee and Kang (2000) พบวาชวงกอนการเปลี่ยนผานในชวง y+<20 โพรไฟลความเร็วประชิดเขาหา
เสน u+=y+ และลูเขาหาแนวโพรไฟลเชิงลอกาลิทึมอยางชา ๆ หลังจากจุดเริ่มเกิดการเปลี่ยนผาน 
x/c=0.78 เปรียบเทียบกับผลการทดสอบซึ่งแสดงในรูปที่ 5.30 (ขวา) พบวาโพรไฟลความเร็วใน
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ตําแหนงเดียวกันกับผลการทดลองใหผลไมสอดคลองกันเทาที่ควร โพรไฟลความเร็วของผลการ
ทดสอบที่ตําแหนง x/c=0.62 สอดคลองตามโพรไฟล u+=y+ ในชวง y+<20 และลูเขาหาแนวโพรไฟล
เชิงลอกาลิทึมคอนขางรวดเร็วในชวงถัดจากนั้น ที่เปนเชนนี้อธิบายไดวาแบบจําลองไดสรางภาวะ
ความปนปวนไดเร็วกวาความเปนจริง ที่เปนเชนนี้นาจะเปนเพราะแบบจําลองที่ใชทํานายถูกสราง
ขึ้นบนพื้นฐานที่ไมไดรวมผลกระทบจากความโคงของพื้นผิวของแพนอากาศเขาไวดวย 
พิจารณาการปนปวนของความเร็วในรูปที่ 5.31 จะเห็นไดวาผลการทดลองแสดงการ
ปนปวนที่เกิดขึ้นในชวงกอนการเปลี่ยนผาน ซ่ึงเปนผลมาจากอิทธิพลของคลื่น T-S และกระแสการ
หมุนวน ในชวงการเปลี่ยนผานพบวาขนาดของการปนปวนจะเพิ่มขึ้นอยางรวดเร็วเมื่อเขาสูชวงการ
เปลี่ยนผาน และ u′+ จะมีคามากที่สุดประมาณ 6.0 ที่ตําแหนง x/c=0.65 และ y+≈40 หลังจากนั้นจะ
คอย ๆ ลดคาลงอยางตอเนื่อง การเปลี่ยนแปลงของ u′+ จะมีคาคอนขางคงที่ในชวง 10<y+<20 เมื่อ
เปรียบเทียบกับผลการจําลองพบวาใหผลที่ไมสอดคลองกันอยางชัดเจน ที่ตําแหนงเดียวกันกับผล
การทดลอง กระแสการไหลตั้งตนมีขนาดของการปนปวนของความเร็วอยางมาก คามากที่สุดเกิด
ขึ้นที่ตําแหนง x/c=0.58 และ y+≈75 ซ่ึงมีคา u′+=4.45 จากนั้นจึงลดลงดวยอันดับที่ไมสอดคลองกับ
ผลการทดลอง ซ่ึงพอจะอธิบายไดวาความเปลี่ยนผานที่ทํานายไดเกิดขึ้นกอนตําแหนงที่ทําการ
เปรียบเทียบ ซ่ึงนาจะเปนผลมาจากภาวะความปนปวนที่ถูกสรางขึ้นเร็วและมากเกินไป อันเกิดจาก
การไมคิดผลกระทบของความโคงของพื้นผิวแผนอากาศ จึงสงผลใหตําแหนงที่ความเร็วเกิดการปน
ปวนมากที่สุดซึ่งเกิดขึ้นในชวงที่เร่ิมเกิดการเปลี่ยนผาน มีตําแหนงที่ไมสอดคลองการตําแหนงที่
เปรียบเทียบกับผลการทดลองเทาที่ควร  
รูปที่ 5.33 (บน) แสดงพลังงานจลนปนปวนมากที่สุดที่เกิดขึ้นในชั้นชิดผิวในแตละ
ตําแหนง จากรูปจะเห็นไดวากระแสการไหลในชวงตนมีระดับความปนปวนเพิ่มขึ้นอยางชา ๆ  เปน
ผลมาจากเกรเดียนตความดันเสริมที่ชวยใหกระแสการไหลมีเสถียรภาพ และคงภาวะความราบเรียบ
ไวได โดยระดับของความปนปวนมีคาคอนขางคงที่ประมาณ k/Ue2=0.166 ในชวง 0.125<x/c<0.375 
และคอย ๆ มีขนาดเพิ่มขึ้นอยางตอเนื่องเมื่อเขาสูชวงการเปลี่ยนผาน โดยมีคามากที่สุดเทากับ 0.7 ที่
ตําแหนง x/c≈0.83 จากนั้นมีขนาดคงที่ตอเนื่องไปจนถึงตําแหนง x/c≈0.94 กอนที่จะมีคาเพิ่มขึ้นอีก
คร้ังในชวงทาย เปรียบเทียบกับผลการทํานายที่ไดจากแบบจําลอง SST ซ่ึงใหผลการทํานายที่เปน
แบบปนปวนสมบูรณ พบวา แบบจําลอง SST ทํานายการเพิ่มขึ้นของพลังงานจลนไดรวดเร็วตั้งแตที่
ตําแหนง x/c≈0.04 ลูเขาหาคามากที่สุดที่ x/c≈0.1 และมีคาคอนขางคงที่ประมาณ k/Ue2=0.7 จนถึง
ตําแหนงปลายแพนอากาศ   
ผลการทํานายพลังงานจลนปนปวนถูกนําไปแสดงเปนคอนทัวร (รูปที่ 5.33 (ลาง)) จะ
เห็นไดวาในชวงตนมีการสรางพลังงานจลนปนปวนไมมากนัก ช้ันชิดผิวที่เกิดขึ้นมีความราบเรียบ
คอนขางสูง พลังงานจลนปนปวนเริ่มเพิ่มขึ้นอยางเห็นไดชัดเจนที่ตําแหนง x/c≈0.48 ซ่ึงเปน
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ตําแหนงที่ความเปลี่ยนผานเริ่มเกิดขึ้น โดยความเปลี่ยนผานที่เกิดขึ้นคลุมบริเวณไปถึงชวงทายของ
แพนอากาศ และสิ้นสุดที่ตําแหนง x/c≈0.83 เมื่อเปรียบเทียบกับผลที่ไดจากการทํานายแบบปนปวน
สมบูรณซ่ึงคํานวณไดจากแบบจําลอง SST (รูปที่ 5.33 (กลาง))  พบวาการสรางพลังงานจลนเกิดขึ้น
ตั้งแตที่บริเวณหัวของแพนอากาศ และทอดยาวไปจนถึงปลายของแพนอากาศ  
 
5.3 บทสรุป 
เนื้อหาของบทนี้นําเสนอผลการทดสอบแบบจําลอง ปญหาการไหลชั้นชิดผิวบนแผนเรียบ
และปญหาการไหลผานแพนอากาศถูกนํามาใชทดสอบ เพื่อประเมินประสิทธิภาพของแบบจําลอง
ในการทํานายความเปลี่ยนผาน จากการทดสอบพบวาแบบจําลองความปนปวนของ Launder and 
Sharma (1974) ประยุกตใชไดผลดีในกรณีการไหลแบบความเปลี่ยนผานภายใตสภาวะกระแสอิสระ
ปนปวนความเขมสูง แบบจําลอง SST ของ Menter (1994) ไมสามารถตรวจจับพฤติกรรมความ
เปลี่ยนผานไดในทุกกรณี แบบจําลองของ Suzen and Huang (2000) ใชไดผลดีในชวงกระแสอิสระ
ความปนปวนความเขมปานกลาง แบบจําลองของ Lodefier, Merci, De Langhe, and Dick (2005) 
ใหผลการทํานายที่ไมสอดคลองกับผลการทดลอง และคอนขางมีปญหาในดานเสถียรภาพของการ
คํานวณ แบบจําลองของ Menter, Langtry, Volker and Huang (2005) ใหผลการทํานายที่สอดคลอง
ในทุกชวงของระดับความเขมกระแสอิสระ นั่นแสดงวากรณีการไหลบนแผนเรียบ พารามิเตอรที่
สรางใหกับแบบจําลองดังกลาวมีความเหมาะสม สําหรับกรณีการไหลผานแพนอากาศพบวาผลการ
ทํานายยังไมสอดคลองเทาที่ควรเมื่อเปรียบเทียบกับผลการทดลอง อาจเปนเพราะวาพารามิเตอรที่
สรางใหกับแบบจําลอง ยังมีความไมเหมาะสมเทาที่ควรที่จะใชกับการทํานายปญหาที่มีผลกระทบ
ของการเปลี่ยนแปลงความโคงของพื้นผิวเขามาเกี่ยวของ 
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รูปที่ 5.34 คอนทัวรความเร็วของการไหลบนแผนเรียบกรณีทดสอบ T3-ERCOFTAC 
บทที่ 6 
บทสรุปและขอเสนอแนะ 
 
จากที่ไดนําเสนอมาในบทที่ผานมา จึงพอจะกลาวไดอยางมีน้ําหนักวา การไหลแบบเปลี่ยน
ผานมีบทบาทสําคัญตองานทางดานวิศวกรรมอยางมาก การที่สามารถทํานายพฤติกรรมการไหลได
อยางสมจริงนั้น มีสวนชวยใหการประเมินและออกแบบอุปกรณทางวิศวกรรมมีประสิทธิภาพมาก
ขึ้น สําหรับเนื้อหาในบทนี้ ชวงตนเปนการสรุปเนื้อหาของงานวิจัยที่นําเสนอในบทที่ผานมา สวน
ชวงทายเปนการเสนอแนะประเด็นที่นาศึกษาคนควาตอไปในอนาคตสําหรับผูที่สนใจศึกษาเรื่องนี้  
 
6.1 บทสรุป 
งานวิจัยนี้เนนศึกษาการทํานายพฤติกรรมการไหลแบบเปลี่ยนผานโดยใชแบบจําลอง ใน
การศึกษานี้ แบบจําลอง γ-Reθ ของ Menter, Langtry, Volker and Huang (2005) ถูกทดสอบรวมกับ
แบบจําลองความเปลี่ยนผานของ Lodefier, Merci, De Langhe and Dick (2005) แบบจําลองความ
เปลี่ยนผานของ Suzen and Huang (2000) แบบจําลองความปนปวน k-ε ของ Launder and Sharma 
(1974) และแบบจําลองความปนปวน SST ของ Menter (1994) เพื่อประเมินประสิทธิภาพในการ
ทํานายพฤติกรรมความเปลี่ยนผาน ในการทดสอบ พารามิเตอร Fonset ซ่ึงถูกใชเพื่อควบคุมความยาว
ของชวงเปลี่ยนผาน และพารามิเตอร Reθc ซ่ึงถูกใชเพื่อควบคุมตําแหนงของจุดที่เร่ิมเกิดการเปลี่ยน
ผานในแบบจําลอง γ-Reθ ไดถูกสรางขึ้นใหม โดยใชวิธีการทดสอบเชิงตัวเลขรวมกับการใชความ
เขาใจทางฟสิกสของการไหล ในการคํานวณ โดเมนกายภาพถูกแบงยอยออกเปนปริมาตรควบคุม
ขนาดเล็กดวยกริดแบบพิกัดวัตถุ กลวิธีการแปลงปริภูมิถูกนํามาใชเพื่อแปลงโดเมนกายภาพไปเปน
โดเมนการคณนาที่มีรูปทรงเปนสี่เหล่ียมมุมฉาก ในขณะเดียวกันกริดของโดเมนกายภาพจะถูกสง
ไปเปนกริดแบบตั้งฉากบนโดเมนการคณนา สงผลใหตองแปลงสมการควบคุมการไหลใหอยูในรูป
พิกัดที่อางอิงกับโดเมนการคณนา กลวิธีเชนนี้ชวยใหการกําหนดเงื่อนไขขอบทําไดสะดวกและงาย
ขึ้น แตรูปสมการควบคุมที่ไดมีความซับซอนขึ้นอยางมาก ในการแกสมการนาเวียร-สโตกส ได
ดําเนินการตามขั้นตอนวิธี SIMPLE โดยแกสมการโมเมนตัมและแกสมการความตอเนื่องผานทาง
สมการความดันแกไข จากนั้นจึงแกสมการสงถายสําหรับคุณสมบัติความปนปวน และสมการสง
ถายสําหรับคุณสมบัติความเปลี่ยนผาน
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กรณีทดสอบในตระกูล T3 ของ ERCOFTAC ซ่ึงเปนการไหลชั้นชิดผิวบนแผนเรียบภายใต
ผลกระทบของกระแสอิสระปนปวนและเกรเดียนตความดัน ถูกนํามาทดสอบกับแบบจําลองเพื่อ
ประเมินความสามารถในการทํานายความเปลี่ยนผาน จากการทดสอบพบวา (1) แบบจําลองความ
ปนปวน SST ของ Menter (1994) ใหผลการทํานายที่เปนแบบปนปวนสมบูรณ และไมสามารถ
ตรวจจับพฤติกรรมความเปลี่ยนผานที่เกิดขึ้นไดในทุกกรณีที่พิจารณา (2) แบบจําลองความปนปวน 
k-ε ของ Launder and Sharma (1974) สามารถตรวจจับพฤติกรรมความเปลี่ยนผานที่เกิดขึ้นได โดย
ทํานายจุดเริ่มเกิดความเปลี่ยนผานไดคอนขางสอดคลองดี แตทํานายการเติบโตของความเปลี่ยน
ผานไดคอนขางเร็วเกินไป สงผลใหความยาวของชวงการเปลี่ยนผานมีขนาดสั้นกวาความเปนจริง 
แบบจําลองนี้ประยุกตใชงานไดผลดี ในกรณีการไหลที่มีความเขมของความปนปวนในระดับสูง 
(Tu∞>6%) (3) แบบจําลองของ Suzen and Huang (2000) ใชงานไดผลดีกับการจําลองความเปลี่ยน
ผานในกรณีการไหลที่มีระดับความปนปวนปานกลาง (Tu∞≈3%) โดยใหผลการทํานายการเกิด
ความเปลี่ยนผานที่เร็วในกรณีการไหลที่มีระดับความปนปวนต่ํา (Tu∞<1%) และลาชาในกรณีการ
ไหลที่มีระดับความปนปวนสูง (4) แบบจําลองของ Lodefier, Merci, De Langhe and Dick (2005) 
ใหผลการทํานายที่ไมสอดคลองกับทุกกรณีทดสอบ และเปนแบบจําลองที่ไมคอยมีเสถียรภาพการ
คํานวณ (5) แบบจําลอง γ-Reθ ของ Menter, Langtry, Volker and Huang (2005) ใหผลการทํานายที่
สอดคลองดีในกรณีการไหลที่มีระดับความปนปวนต่ําถึงปานกลาง สวนกรณีการไหลที่มีระดับ
ความปนปวนสูง แบบจําลองทํานายการเติบโตของความเปลี่ยนผานไดเร็วเกินไป  
แบบจําลอง γ-Reθ ของ Menter, Langtry, Volker and Huang (2005) ถูกนําไปประยุกต
คํานวณการไหลผานแพนอากาศ NACA-0012 ซ่ึงมีเลขเรยโนลด Rec=6.0×105 และเลขมัค M=0.086 
เพื่อประเมินประสิทธิภาพของแบบจําลอง ในการทํานายพฤติกรรมความเปลี่ยนผานที่เกิดขึ้นภายใต
ผลกระทบของการเปลี่ยนแปลงความโคงของพื้นผิว จากผลการทดสอบพบวาแบบจําลองผลิตความ
ปนปวนใหกับกระแสการไหลเร็วเกินไปในชวงตน สงผลใหการทํานายความเร็วไดผลที่ไมคอย
สอดคลองกับผลการทดลองของ Lee and Kang (2000) เทาที่ควร ตําแหนงที่เร่ิมเกิดความเปลี่ยน
ผานจึงเกิดขึ้นคอนขางเร็วและมีขนาดความยาวของชวงเปลี่ยนผานมากกวาปกติ  
 จากผลการทดสอบแบบจําลอง γ-Reθ ตามที่นําเสนอมาขางตน พอสรุปไดวารูปแบบของ
พารามิเตอรที่ใชควบคุมความเปลี่ยนผาน Fonset และ Reθc ที่ผูวิจัยนําเสนอนั้น มีความเหมาะสมและ
ประยุกตใชงานไดผลดีกับแบบจําลองของ Menter, Langtry, Volker and Huang (2005) ในการ
ทํานายความเปลี่ยนผานกรณีการไหลบนแผนเรียบ แตใหผลที่ไมดีเทาที่ควรเมื่อใชทํานายความ
เปลี่ยนผานที่เกิดขึ้นบนพื้นผิวที่มีการเปลี่ยนแปลงความโคง อยางเชนกรณีการไหลผานแพนอากาศ 
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6.2 ขอเสนอแนะ 
จากที่ไดศึกษาและทดสอบแบบจําลองตาง ๆ     รวมถึงไดสรางโปรแกรมวิเคราะหการไหล
แบบเปลี่ยนผาน มีเสนอขอเสนอแนะบางประการที่อาจเปนประโยชนตอการพัฒนาแบบจําลองดังนี้ 
เนื่องจากพารามิเตอร Fonset และ Reθc ที่นําเสนอในงานวิจัยนี้ถูกทดสอบและเปรียบวัดกับ
ผลกรณีการไหลบนแผนเรียบ จึงใชไดดีกับเฉพะการทํานายความเปลี่ยนผานบนแผนเรียบเทานั้น
เมื่อประยุกตใชกับการไหลผานแพนอากาศซึ่งเปนพื้นผิวโคงพบวาใหผลที่ไมสอดคลองนัก หาก
สามารถนําผลกระทบของความโคงใสเขาไวในพารามิเตอรดังกลาวได ก็นาจะชวยใหการใชงานมี
ความถูกตองและหลากหลายมากขึ้น นอกจากนี้ การขาดแคลนขอมูลที่ใชในการเปรียบเทียบผลยัง
เปนปจจัยสําคัญที่ทําใหรูปแบบของสหสัมพันธที่ไดอาจยังไมถูกตองเทาที่ควร ทั้งนี้เพราะความนา
เชื่อถือของสหสัมพันธขึ้นอยูกับปริมาณและคุณภาพของขอมูลที่ใชเปรียบเทียบ  
ขอจํากัดการใชงานของโปรแกรมคือกริดแบบสี่เหล่ียมมุมฉาก ทําใหตองอาศัยกลยุทธการ
แปลงปริภูมิ ซ่ึงมีความไมสะดวกและมีขีดจํากัดในการใชแกปญหาที่มีรูปทรงซับซอน ดังนั้น
โปรแกรมควรไดรับการพัฒนาบนพื้นฐานของกริดแบบไมเปนสี่เหล่ียมมุมฉาก และควรเปนกริด
แบบไรโครงสรางที่สามารถปรับเขากับรูปทรงไดทุกแบบ นอกจากนี้ประสิทธิภาพของแบบจําลอง
และพารามิเตอรที่นําเสนอควรไดรับการทดสอบกับการคํานวณแบบขนาน กริดแบบไรโครงสราง 
และขยายผลสูปญหา 3 มิติ 
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แบบจําลองความปนปวน SST ของ Menter (1994) 
แบบจําลองความปนปวน k-ω SST (Shear Stress Transport) ของ Menter (1994) เปนแบบ
จําลองที่ไดจากการนําขอเดนของแบบจําลอง k-ω ของ Wilcox (1988) และแบบจําลองความปน
ปวน k-ε  เลขเรยโนลดสูง มาผนวกเขาดวยกัน จากนั้นจึงแปลงใหอยูในรูปของตัวแปร k และω สม
การควบคุมของแบบจําลองความปนปวน SST ประกอบดวยสมการพลังงานจลนปนปวน k และสม
การอัตราการสลายพลังงานจลนปนปวนจําเพาะ ω  ซ่ึงมีรูปเปนดังนี้ 
 
( )j k k t
j j j
u k kP k
x x x
ρ ρ ρα ω µ σ µ∗ ⎡ ⎤∂ ∂ ∂= − + +⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦
 (ก-1) 
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u C P
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ρ ω ρωµ σ µ ραωµ
ρσ ω
ω
⎡ ⎤∂ ∂ ∂= + + −⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦
∂ ∂+ − ∂ ∂
 (ก-2) 
 
ความหนืดปนปวนใหนิยามเปน 
 
( )11 2max ,t
a k
a f
ρµ ω= Ω  (ก-3) 
 
เมื่อ Ω เปนขนาดของการหนุนวน และฟงกชัน  f2 มีรูปแบบเปน 
 
2
curl vΩ = r ,  22 2tanh(arg )f =  (ก-3a, b) 
 
โดยที่   
 
2 2
2 500arg max ,
0.09
k
d d
µ
ω ρω
⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦
 (ก-4) 
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คาคงที่ของแบบจําลองเปนดังตอไปนี้  
 
1 0.31a = ,    0.09α∗ = ,    0.41κ =  (ก-5) 
 
สัมประสิทธิ์ของแบบจําลอง Cω, α, σk  และ σω ไดจากการผสมสัมประสิทธิ์ระหวางแบบจําลอง
ความปนปวน k-ω (แทนดวย φ1) เขากับสัมประสิทธิ์ของแบบจําลองความปนปวน k-ε (แทนดวย φ2) 
ตามความสัมพันธตอไปนี ้
 
1 1 1 2(1 )f fφ φ φ= + −  (ก-6) 
 
สัมประสิทธิ์ของแบบจําลองความปนปวน k-ω และแบบจําลองความปนปวน k-ε เปนดังสมการที่ 
(ก-7) และ (ก-8) ตามลําดับดังนี ้
 
1 0.85kσ = ,   1 0.5ωσ = , 1 0.075α = ,   
2
11
1 0.533C ωω
σ κα
α α∗ ∗= − =  (ก-7) 
 
2 1.0kσ = , 2 0.856ωσ = , 2 0.0828α = , 
2
22
2 0.440C ωω
σ κα
α α∗ ∗= − =  (ก-8) 
 
ฟงกชัน f1 ใชเปนตัวผสมสัมประสิทธของแบบจําลองความปนปวน k-ω เขากับแบบจําลองความปน
ปวน k-ε โดยใหนิยามเปนดังนี้ 
 
4
1 1tanh(arg )f =  (ก-9) 
 
โดยที่ 
 
2
1 2 2
4500arg min max , ,
0.09 k
kk
d d CD d
ω
ω
ρσµ
ω ρω
⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪= ⎢ ⎥⎨ ⎬⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭
 (ก-10) 
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เมื่อ d เปนระยะที่ส้ันที่สุดจากจุดใด ๆ ถึงผนัง และ CDkω เปนภาคบวกของพจน cross-diffusion ใน
สมการ ω 
 
20
2
1max 2 ,10k
j j
kCD
x xω ω
ωρσ ω
−⎡ ⎤∂ ∂= ⎢ ⎥∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦
 (ก-11) 
 
พจนการผลิตของพลังงานจลนปนปวนใหนิยามเปนดังนี้ 
 
2 22
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2
2 2
3 3
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⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂− + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 (ก-12) 
 
เมื่อพจนความเคนเรยโนลดใหนิยามเปน 
 
2 2
3 3
jt i k
ij ij ij
j i k
uu u k
x x x
µτ δ δρ
⎛ ⎞∂∂ ∂= + − −⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
 (ก-13) 
 
สัญลักษณ curl vr  สามารถกระจายไดเปนดังนี้ 
 
i j k
w v u w v ucurl v i j k
x y z y z z x x y
u v w
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r  (ก-14) 
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คําเทียบไทย-อังกฤษ 
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คําศัพทเทียบไทย-อังกฤษ ท่ีใชในเนื้อหาวิทยานิพนธ 
คําเทียบไทย-อังกฤษ ตอไปนี้ ไดจากการเทียบเคียงคําแปลที่อางอิงมาจากศัพทคณิตศาสตร
โดยราชบัณฑิตยสถาน พ.ศ. 2540 และศัพทวิทยาการพลังงานโดยวิศวกรรมสถานแหงประเทศไทย 
พ.ศ. 2539 สําหรับคําบางคําที่ยังไมไดมีการบัญญัติศัพทไวอยางเปนทางการ ผูวิจัยไดทําการแปลคํา
ไทยขึ้นใหมโดยอาศัยประสบการณและการไถถามจากอาจารยผูรูหลายทาน คําคําเทียบไทย-อังกฤษ
ที่ใชในเนื้อหาวิทยานิพนธเลมนี้ มีดังนี้ 
 
กริดแบบโครงสราง    Structured grid 
กริดแบบไรโครงสราง    Unstructured grid 
กลจักรหมุน     Turbomachine 
กังหันความดันต่ํา    Low-pressure turbine 
กระแสแยกตัว     Separated flow 
กระแสหมุนวน     Vortex 
กระแสหมุนวนปนปวน    Turbulent eddy 
กระแสอิสระ     Freestream 
การกวัดแกวง     Wiggle 
การคณนา     Computation  
การคํานวณแบบขนาน    Parallel computing 
การแจกแจง     Distribution 
การแจกแจงสําหรับทุกกรณี   Universal distribution 
การจําลองเชิงตัวเลขแบบตรง   Direct numerical simulation (DNS) 
การตกกระทบซ้ํา    Reattachment  
การแตกตัวของกระแสหมุนควง   Vortex breakdown 
การแตกตัวแบบเขมขน    Concentrated breakdown 
การทดลองเชิงตัวเลข    Numerical experiment 
การแปลง     Transformation 
การแปลงตรง      Direct transformation 
การแปลงผกผัน     Inverse transformation 
การยอนกลับความราบเรียบ   Relaminarization 
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การรวมกันเชิงเสน    Linear combination 
การสั่นของความดัน    Pressure fluctuation 
การสง      Mapping 
การสงคงแบบ     Conformal mapping 
การหมุนวน     Vorticity 
การไหลแบบไมขนาน    Non-parallel flow 
การไหลแบบไรความเฉือน   Free-shear flow 
กึ่งมุมการแผตัวของจุดกอ    Spot spreading half angle  
 
ขนาดของการหมุนวน    Magnitude of vorticity 
 
ความเขมของความปนปวน   Turbulence intensity 
ความคงทน     Robustness 
ความเคนเฉือนเรยโนลด    Reynolds shear stress 
ความดันยอนกลับ    Adverse pressure 
ความดันกวัดแกวง    Pressure fluctuation 
ความปนปวน (เทอรบิวเลนต)   Turbulence 
ความปนปวนจากกริด    Grid turbulence 
ความปนปวนสมบูรณ    Fully turbulence 
ความเปลี่ยนผาน (ทรานสิชัน)   Transition 
ความเปลี่ยนผานแบบกระแสแยกตัว  Separated-flow transition 
ความเปลี่ยนผานแบบขามขั้น   Bypass transition 
ความเปลี่ยนผานแบบธรรมชาติ   Natural transition 
ความเปนอิสระของกริด    Grid independent 
ความไมตอเนื่อง     Intermittency 
ความไมตอเนื่องแบบนัยทั่วไป    Generalized intermittency 
ความราบเรียบ (ลามินาร)    Laminar 
ความราบเรียบเทียม    Pseudo-laminar 
ความเร็วทางแผ     Spanwise velocity 
ความเร็วไมแปรเปลี่ยน    Contravariant velocity 
ความเร็วเสียดทาน    Friction velocity 
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ความไรเสถียรภาพเชิงเสน   Linear instability 
ความเสียดทานพื้นผิว    Skin friction 
ความหนาการกระจัด    Displacement thickness 
ความหนาโมเมนตัม    Momentum thickness 
ความหนืดจลน     Kinematic viscosity 
ความสมทิศทาง (ไอโซทรอปก)   Isotropic 
ความไมสมทิศทาง (แอนไอโซทรอปก)   Anisotropic 
 
จุดกอความปนปวน    Turbulent spot 
จาโคเบียน     Jacobian 
จุดเปลี่ยนความเวา    Inflection point 
จุดเริ่มเกิดความเปลี่ยนผาน   Transition onset 
 
ช้ันชิดผิว     Boundary layer 
ช้ันผิวกฎของลอก    Log-law layer 
ช้ันผิวยอยความหนืด    Viscous sublayer 
 
ดานดูด      Suction-side 
ดานขับ      Pressure-side 
โดเมนการคณนา    Computational domain 
โดเมนกายภาพ     Physical domain 
 
ตัวจํากัดฟลักซ     Flux limiter 
ตัวประกอบกระแสอิสระ    Freestream factor 
ตัวประกอบความไมตอเนื่อง   Intermittency factor 
ตัวประกอบถวงน้ําหนักความปนปวน   Turbulence weighting factor 
ตัวประกอบผสม     Blending factor 
ตัวประกอบสัญฐาน    Shape factor 
 
ทิศขวางกระแส     Cross-stream direction 
ทิศแผขยาย     Spanwise direction   
  
150
ทิศตามกระแส     Streamwise direction   
ทอการไหล     Stream tube 
โทพอลอยี     Topology 
 
นัยทั่วไป     Generalization 
 
บรรทัดฐาน      Normalize 
แบบจําลองพื้นฐานสหสัมพันธ    Correlation based model 
 
ปากขอบ     Leading edge 
ปรากฏการณกระดานหมากรุก   Checker-board effect 
ปริพันธ      Integral 
ปริภูมิ      Space 
ปริภูมิกายภาพ     Physical space 
ปริภูมิการคณนา     Computational space 
ปริมาตรควบคุม     Control volume 
 
พจนการผลิต     Production term 
พจนการสลายตัว    Dissipation term 
พจนความโคง     Curvature term 
พจนแหลงกําเนิด    Source term 
พหุนาม      Polynomial 
พารามิเตอรการกระจายตัวของจุดกอ  Spot propagation parameter 
พารามิเตอรการกระจายตัวของจุดกอแบบไรมิติ  Non-dimensional spot propagation parameter 
พารามิเตอรการเติบโตของจุดกอ   Spot growth parameter 
พารามิเตอรการแตกตัวแบบกระจาย  Distributed breakdown parameter 
แพนอากาศ     Air foil 
แพนอากาศแบบราบเรียบ   Laminar air foil  
โพรไฟล     Profile 
 
ฟงกชันการหนวงที่ผนัง    Wall damping function 
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ฟงกชันตรรกะ     Rational function 
ฟองกระแสแยกตัว    Separation bubble 
มาตราซับเลเยอร     Sublayer scale 
 
ระเบียบวิธีปริมาตรอันตะ   Finite volume method 
แรงฉุด      Drag 
แรงยก      Lift 
 
เลขชี้กําลัง     Exponential 
เลขเรยโนลดการหมุนวน    Voticity Reynolds number 
เลขเรยโนลดความเปลี่ยนผาน   Transition Reynolds number 
เลขเรยโนลดความหนาโมเมนตัม   Momentum thickness Reynolds number 
เลขเรยโนลดความหนาโมเมนตัมการเปลี่ยนผาน Transition momentum thickness Reynolds  
number 
เลขเรยโนลดวิกฤติ    Critical Reynolds number 
ลําดับกาว     Marching step 
 
วิธีผลตางตนลม     Upwind differencing scheme 
วิธีผลตางตรงกลาง    Central differencing scheme 
 
สมการนาเวียร-สโตกสแบบเรยโนลดเฉลี่ย  Reynolds-Averaged Navier-Stokes (RANS) 
สมการนาเวียร-สโตกสแบบภาวะเฉลี่ย  Condition-Averaged Navier-Stokes (CANS) 
สหสัมพันธ     Correlation 
สัมประสิทธิ์     Coefficient 
ส่ิงรบกวน     Disturbance 
เสนการไหล     Stream line 
เสนโคงเชิงปริพันธแบบเกาสเซียน  Gaussian integral curve 
เสนโคงเลขชี้กําลัง    Exponential curve 
สวนเบี่ยงเบนมาตรฐาน     Standard deviation 
 
อัตราการแตกตัว     Breakdown rate 
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อัตราการผลิตจุดกอความปนปวน   Turbulent spot production rate 
อัตราการกอตัวของจุดกอ    Spot formation rate 
อัตราความเครียด    Strain rate  
อัตราการสลายพลังงานจลนปนปวนจําเพาะ   Specific turbulence kinetic energy dissipation  
rate 
อัตราสวนรูปทรงของจุดกอ   Spot aspect ratio 
อันดับของขนาด     Order-of-magnitude 
อันตรกิริยา     Interaction 
เอกรูป      Uniform 
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